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Resumen

Este artículo presenta la aplicación de la formulación mixta estabilizada explícita en desplazamientos y
deformaciones (MEX-FEM)[21, 22] para la solución de problemas no lineales de la mecánica de sólidos con
localización de deformaciones. A fin de emplear el mismo orden lineal de interpolación para el campo de los
desplazamientos y deformaciones, nuestra formulación emplea el método de las sub-escalas variacionales.
Comparada con la formulación estándar en desplazamientos, la formulación propuesta proporciona mejores
campos de deformaciones y tensiones, y es capaz de abordar situaciones quasi-incompresibles. En este
trabajo se investigan los efectos que tienen las deformaciones y tensiones mejoradas en los modelos de plas-
ticidad de Mohr-Coulomb y Drucker Prager, incluyendo el fenómeno de la localización de las deformaciones.
Los ejemplos numéricos validan la capacidad de la formulación propuesta para predecir correctamente los
mecanismos de fallo, cargas últimas y la dirección de la banda de localización, virtualmente independientes
de la malla utilizada y sin necesidad de emplear un algoritmo de rastreo.

Palabras claves : formulación mixta explícita, estabilización, plasticidad compresible e incompresible, lo-
calización de deformaciones.

A stabilized mixed explicit formulation for plasticity with
strain localization

Summary

This paper presents the application of stabilized mixed explicit strain/displacement formulation (MEX-
FEM) [21, 22] for solving non-linear plasticity problems in solid mechanics with strain localization. In order
to use the same linear interpolation order for displacements and strains, the formulation uses the variational
subscales method. Compared to the standard irreducible formulation, the proposed formulation yields im-
proved strain and stress fields, and it is capable of addressing nearly incompressible situations. This work
investigates the effects of the improved strain and stress fields in problems involving strain softening and
localization leading to failure for the Mohr-Coulomb and Drucker Prager plasticity models. Numerical exam-
ples validate the ability of the proposed formulation to correctly predict failure mechanisms with localized
patterns of strain, virtually free of mesh dependence and without using tracking algorithm.

Keywords : explicit mixed formulation, stabilization, compressible and incompressible plasticity, strain
localization.
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1 Introducción

En trabajos anteriores [21, 22] los autores han propuesto una formulación mixta explícita de elementos fini-
tos (MEX-FEM) en desplazamientos y deformaciones para abordar problemas quasi-estáticos y dinámicos en
elasticidad compresible y quasi-incompresible. La formulación propuesta usa elementos con independiente
e igual orden lineal de interpolación para las variables involucradas estabilizada mediante sub-escalas varia-
cionales (VMS)[19]. El objetivo de esta formulación es mejorar la precisión del campo de deformaciones y
tensiones del problema discreto. Esta precisión es crucial para abordar problemas de plasticidad que presen-
tan localización de deformaciones y ablandamiento del material [6]. En muchos casos de interés, con flujo
plástico fundamentalmente isocórico, el comportamiento del modelo elasto-plástico tiende a la incompresi-
bilidad en la medida en que las deformaciones plásticas predominan sobre las deformaciones elásticas, lo que
lleva a un bloqueo volumétrico local en la vecindad de banda de localización. Los elementos finitos basados
en la formulación irreducible, sobre todo los elementos de bajo orden, presentan dificultades para representar
este comportamiento. Esto se traduce en la mayoría de los casos en una predicción errónea de la carga última
y resultados dependiente de la malla.

Las formulaciones mixtas en desplazamientos-presión (u − p) son una alternativa viable y atractiva para
solventar estos problemas. Cervera et al [4, 5, 7, 17, 31] han empleado esta formulación para la solución
de problemas de plasticidad J2 con ablandamiento obteniendo resultados satisfactorios y virtualmente li-
bres de la dependencia de la malla. Sin embargo, como las deformaciones desviadoras son calculadas por
diferenciación del campo de los desplazamientos, se obtiene la misma velocidad de convergencia para las
deformaciones que en el caso irreducible. Para mejorar el campo de las deformaciones desviadoras, Cervera
et al [8, 9] han introducido una formulación mixta estabilizada implícita en desplazamientos y deformaciones
(u − ε) y seguidamente la han aplicado para abordar problemas de localización en el modelo de plasticidad
de Drucker-Prager [6].

El objetivo de este trabajo es extender la aplicabilidad de MEX-FEM al rango elasto-plástico y demostrar
que una formulación mixta estabilizada explícita es también una opción viable para resolver satisfactoria-
mente problemas quasi-estáticos no lineales que involucran localización de las deformaciones. La organi-
zación del presente artículo es la siguiente. En la sección 2 se presentan el planteamiento mixto estándar
en plasticidad y la extensión de la formulación propuesta al rango elasto-plástico. En la sección 3 se de-
scriben brevemente los modelos clásicos de plasticidad de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager. Se detallan la
integración constitutiva, el algoritmo de retorno y algunos aspectos generales sobre la dirección de la banda
de localización. Por último, la sección 4 presenta una serie de ejemplos numéricos que validan el buen com-
portamiento de los elementos de la formulación propuesta.

2 Formulación mixta estabilizada explícita en desplazamiento-deformación
u − ε en elasto-plasticidad

2.1 Formulación mixta u − ε en plasticidad

En problemas no lineales de la mecánica de sólidos, las deformaciones ε pueden considerarse como variables
independientes adicionales al campo de los desplazamientos u (y sus derivadas temporales). En este caso, la
forma fuerte del problema continuo se escribe como: dados los valores prescritos de las tracciones externas
t = σn : ∂Ωσ → Rndim , los desplazamientos u, las velocidades u̇ y aceleraciones ü en ∂Ωu y las fuerzas
másicas b : Ω→ Rndim , hallar el campo de los desplazamientos, velocidades, aceleraciones y deformaciones
en cualquier instante de tiempo t ∈ I siendo I= (0, T ) el intervalo de tiempo de interés, tales que:

∇ ·σ + b = ρü en Ω (1)

ε −∇su= 0 en Ω (2)

dondeΩ ⊂ Rndim es el volumen ocupado por el sólido en un espacio de ndim dimensiones; ρ denota la densidad
del material y σ(ε) es el tensor de tensiones de Cauchy.

En la teoría de plasticidad infinitesimal, las deformaciones totales ε pueden descomponerse en la suma
de dos contribuciones, una parte elástica εe y otra plástica εp,

ε = εe + εp (3)

2



La ecuación constitutiva en plasticidad es:

σ = C0 :
�

ε − εp

�

= C0 : εe (4)

donde C0 es el tensor constitutivo elástico inicial. El problema queda definido formulando una ley de evolu-
ción del tipo ε̇p = ε̇p(σ) para las deformaciones plásticas.

La ecuación (4) puede expresarse en función de las deformaciones totales como [6]:

σ =

�

C0 −
C0 : εp ⊗C0 : εp

ε : C0 : εp

�

: ε = C(ε,εp) : ε (5)

siendo C(ε,εp) el tensor constitutivo secante no lineal.
Además de las ecuaciones (1) y (2), las variables del problema u, u̇ y ε están sujetas a unas condiciones

iniciales en t = t0, es decir; u|t=t0
= u0, u̇|t=t0

= v0 y ε|t=t0
= ε0 = ∇su0. Después de multiplicar las ecua-

ciones (1) y (2) por sus respectivas funciones de peso e integrando por partes la ecuación (1), la formulación
variacional del problema es:

∫

Ω

∇sω : σ dΩ+

∫

Ω

ω ·ρü dΩ=

∫

∂Ω

ω · t dΓ +

∫

Ω

ω · b dΩ ∀ω (6)

∫

Ω

γ · ε dΩ=

∫

Ω

γ · ∇su dΩ ∀γ (7)

donde ω ∈ V y γ ∈ T son las funciones de prueba para el campo de los desplazamientos y el campo de las
deformaciones, respectivamente; V y T son los espacios de los desplazamientos y deformaciones admisibles.

2.2 Formulación mixta estabilizada explícita (MEX-FEM) en elasto-plasticidad

La extensión de MEX-FEM al rango elasto-plástico es análoga a su contraparte elástica descrita en la referencia
[22]. La diferencia radica fundamentalmente en dos aspectos. En primer lugar, el tensor de tensiones σ es
no lineal en ε, por lo que es necesario realizar algunas simplificaciones a fin de introducir de manera efectiva
el efecto de la sub-escala de los desplazamientos eu, sus derivadas temporales, ėu y ëu, y la sub-escala de las
deformaciones eε en el espacio de los elementos finitos. En segundo lugar, al contrario del caso elástico donde
los parámetros de estabilización permanecen constantes, en el rango elasto-plástico éstos varían en la medida
en que se desarrolla el flujo plástico.

Suponiendo que la contribución de la subescala es pequeña respecto a la escala resoluble, es decir ‖eε‖<<
‖εh‖ (véase [6, 8, 21, 22]), es posible considerar eε como una perturbación superpuesta en el campo de las
deformaciones discretas εh. Es razonable admitir que la sub-escala eε no genera deformaciones plásticas, o
bien, que las mismas son despreciables frente a las inducidas por εh. De acuerdo con esto, las componentes
de las tensiones se pueden aproximar mediante el desarrollo de la serie de Taylor de primer orden alrededor
de εh, despreciando los términos de orden cuadrado y mayores, o sea:

σ (εh +eε)≈ C (ε) |ε=εh
: εh +C (ε) |ε=εh

: eε +O(h2) (8)

donde ∂σ
∂ ε |ε=εh

= C (ε) |ε=εh
es el tensor constitutivo secante no lineal evaluado en ε = εh. De esta manera, es

posible descomponer el tensor de tensiones en la suma de dos contribuciones. Por un lado σh = C (εh) : εh
proveniente del efecto inducido por el campo estándar de elementos finitos y por otro lado eσ = C (εh) : eε,
correspondiente al efecto de la sub-escala. Asimismo, tomando en cuenta la ecuación (4), la deformación
plástica se puede aproximar como:

εp = εp(σ)' εp(σh) (9)

lo que implica que las tensiones nodales se evalúan con la parte resoluble de las deformaciones, es decir:

σh = C0 :
�

εh − εp(σh)
�

(10)

Por consiguiente las tensiones continuas σ pueden aproximarse como:

σ = C0 :
�

εh +eε − εp(σh)
�

= σh + eσ (11)
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Para calcular el valor de las sub-escalas se escoge el espacio ortogonal al espacio de los elementos fini-
tos (Método de las Sub-escalas Ortogonales (OSS)[12, 13, 14]. Por practicidad introducimos el operador de
proyección ortogonal P⊥h (•) = (•) − Ph(•). Dado que la sub-escala de los desplazamientos es dinámica e
introduciendo un coeficiente de disipación ξ̃ ∈ [0,1], eu y eε en el caso elasto-plástico se calculan como [22]:

eun+1 ' τut

ρ

∆t2

�

(2− ξ̃)eun − (1− ξ̃)eun−1�+τut
P⊥
�

∇ ·σn
h

�

(12)

eεn+1 ' τεP⊥
�

∇sun+1
h

�

(13)

Los términos τut
y τε son los parámetros de estabilización dados por:

τut
=

�

ρ

∆t2
+B(µ)

µ0

cuh2
e

�−1

y τε = cεB(µ)
he

L0
(14)

donde cu > 0 y cε > 0 son constantes algorítmicas adimensionales, he es la longitud del elemento finito, L0
es la longitud característica del problema, µ0 = 2G es el módulo inicial de rigidez al corte y β(µ) = µ/µ0,
siendo µ= ‖Sh‖

‖dev(εh)‖
el módulo de corte efectivo [31].

El coeficiente de corte secante decrece rápidamente a medida que localizan las deformaciones, lo cual
puede causar inestabilidades locales en la sub-escala de los desplazamientos. Una manera de sortear este
problema es reemplazar el coeficiente de corte efectivo µ por µ̄= (1− η̄)µold + η̄µnew donde η̄ ∈ {0,1} puede
interpretarse como un coeficiente de retardo.

A menudo, cuando se desarrolla el flujo plástico, las deformaciones desviadoras totales y, particularmente,
las deformaciones desviadoras plásticas, predominan sobre las deformaciones volumétricas y se tiene un com-
portamiento quasi-incompresible. La razón fundamental para introducir la subescala de los desplazamientos
es poder estabilizar la presión en situaciones quasi-incompresibles. El término que estabiliza el campo de las
presiones es el gradiente ∇ph contenido dentro de ∇ ·σh = ∇ · Sh +∇ph siendo Sh el tensor desviador de
tensiones. Se ha demostrado efectivo sustituir el último término de la ecuación 12, P⊥h (∇·σh), por P⊥h (∇ph),
quedando

eun+1 ' τut

ρ

∆t2

�

(2− ξ̃)eun − (1− ξ̃)eun−1�+τut

�

∇pn
h −Ph

�

∇pn
h

��

(15)

Los detalles de la implementación computacional se describen en la referencia [22]. La ventaja de emplear
un esquema mixto explícito de integración es que no requiere la resolución iterativa de un sistema no simétrico
de ecuaciones no lineales, ni el cómputo del tensor constitutivo secante no lineal C . Sin embargo, el esquema
propuesto es condicionalmente estable, por lo que el paso de tiempo ∆t está sujeto al límite de Courant. No
obstante, se ha demostrado numéricamente que el paso de tiempo en la formulación mixta explícita es mayor
que el de la formulación irreducible explícita [21].

3 Modelos clásicos de plasticidad

3.1 Modelo de plasticidad de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager

El criterio de Mohr-Coulomb (MC) se emplea para describir el fallo en materiales friccionales y geo-materiales
en general. El comportamiento de estos materiales se caracterizan por la dependencia de la cohesión efectiva
con la presión. Las deformaciones plásticas son el resultado del deslizamiento relativo y la fricción entre las
partículas. De acuerdo con este criterio, el flujo plástico comienza cuando cierta combinación del esfuerzo
cortante τ y el esfuerzo normal σn alcanzan un valor crítico:

|τ|= c −σn tanφ (16)

siendo c = c(εp)≥ 0 la cohesión y 0≤ φ ≤ π/2 el ángulo de fricción interna. En el caso de que φ = 0 se tiene
el modelo de plasticidad de Tresca. La localización de deformaciones se producen si la cohesión descrece a
la medida en que se incrementan las deformaciones plásticas. Entonces:

Φ
�

τ,σn, c(εp),φ
�

= |τ| − c(εp) +σn tanφ = 0 (17)
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El criterio de MC también puede expresarse en función de los invariantes del tensor de tensiones o más habi-
tualmente en 6 funciones expresadas en el espacio de Haigh-Westergaard (HW) (o de tensiones principales)
que combinadas forman la representación en superficie múltiples del modelo de MC. La superficie principal
está dada por:

Φ1

�

σ1,σ3, c(εp),φ
�

= (σ1 −σ3) + (σ1 +σ3) sinφ − 2c(εp) cosφ = 0 (18)

siendo σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 las tensiones principales. En el espacio de HW, el modelo de MC es una pirámide
hexagonal cuyo ápice se localiza en

p
3c cotφ tal como se muestra en la figura 1.

Apice

Eje hidrostático 

(a) Modelo de MC en 3D.
(b) Modelo de MC en estado
plano.

Figura 1: Modelo de Mohr-Coulomb.

El criterio de Drucker-Prager (1952) fue propuesto por Drucker y Prager como una aproximación suavizada
del criterio de MC. Es una modificación del modelo de Von Mises en la que se incluye la dependencia con la
presión. Este modelo sugiere que el fallo en el material comienza cuando el segundo invariante del tensor
desviador de tensiones J2 =

1
2 S : S y la tensión hidrostática alcanzan una combinación crítica:

Φ
�

σ, c(εp),φ
�

=
Æ

J2(σ) +ηp− ςc(εp) = 0 (19)

El criterio de DP, mostrado en la figura 2, es en un cono cuyo eje coincide con el eje hidrostático. Nótese que
para φ = 0 se recupera el modelo de plasticidad incompresible de Von Mises. Los parámetros η y ς se escogen
de acuerdo a la aproximación de MC que se desea realizar. A fin de predecir idénticas cargas últimas para los
modelos de MC y DP en un estado de deformación plana, η y ς se toman como [24]:

η=
3 tanφ

p

9+ 12 tan2φ
y ς=

3
p

9+ 12 tan2φ
(20)

Apice

Eje hidrostático 

(a) Modelo de Drucker-Prager en 3D.
(b) Modelo de Drucker-Prager en
estado plano.

Figura 2: Modelo de Drucker-Prager.
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c =

(

c0

�

1−
Hsεp

c0

�

si 0< εp <
c0
Hs

ablandamiento lineal

0 si εp >
c0
Hs

.

c = c0ex p
�−2Hs

c0
εp

�

para 0< εp <∞ ablandamiento exponencial

Tabla 1: Curva de ablandamiento de la cohesión.

3.2 Integración constitutiva, algoritmo de retorno y de ablandamiento

El objetivo de la integración constitutiva es encontrar los valores actuales de las variables plásticas. Para
integrar numéricamente un modelo de plasticidad se emplean habitualmente algoritmos implícitos de retorno
(return mapping). El cálculo de la velocidad de deformación plástica y la deformación plástica efectiva en
plasticidad asociada con superficie múltiples se realiza mediante la regla de Koiter [29]:

ε̇p =
nact
∑

α=1

λ̇α
∂Φα
∂σ

=
nact
∑

α=1

λ̇αmα (21)

ε̇p = −
nact
∑

α=1

λ̇α
∂Φα
∂ c

(22)

donde λ̇α son los parámetros de consistencia plástica y nact son las superficies J activas. El problema consiste
en determinar εp, λα y las superficies involucradas J := Φα∀α ∈ {1,2..nact}. Asimismo, los parámetros
de consistencia plástica siguen las condiciones complementarias de Kuhn-Tucker extendidas a modelos de
plasticidad con superficies múltiples:

λ̇α ≥ 0 , λ̇αΦα
�

σ, c(εp)
�

≤ 0 y λ̇αΦ̇α
�

σ, c(εp)
�

= 0 (23)

Los procedimientos de la integración constitutiva del modelo de MC y DP empleados en este trabajo están
descritos en la referencia [24].

Por otro lado, la energía disipada durante la formación de la banda de corte está intrínsecamente rela-
cionada con la energía de fractura G f por unidad de área. En un proceso uniaxial de carga, el área bajo
la curva σ − εp es el trabajo plástico Wp realizado por unidad de volumen, el cual representa la energía
disponible que se disipará durante la carga plástica. Estas dos cantidades están relacionadas a través de la
longitud característica del elemento finito he como:

Wp =
G f

he
(24)

Asumiendo que la evolución de la cohesión sigue lo descrito en la tabla 1, el trabajo total en todo el proceso
plástico incluyendo el completo ablandamiento, esto es, desde el estado elástico (t = 0, c = c0 y εp = 0) hasta
el desarrollo de deformaciones plásticas localizadas (t =∞, c = 0 y εp 6= 0) es igual a:

Wp =

∫ t=∞

t=0

Ẇpd t =

∫ t=∞

t=0

σ : ε̇pd t =
c2

0

2Hs
(25)

El escalar Hs mide la fragilidad del material y depende únicamente de las propiedades de los materiales y de
la discretización empleada.

3.3 Orientación de la banda de localización. Generalidades

La localización de la deformación se manifiesta en los materiales elasto-plásticos como una banda de corte,
una zona estrecha de intensas deformaciones a través del cual los campos de deformaciones son discontin-
uos. Varios autores [1, 3, 20, 23, 25, 27, 28, 30] han encontrado soluciones analíticas y geométricas para la
orientación de las bandas de discontinuidad S (véase figura 3) en modelos elasto-plásticos empleando difer-
entes estrategias. Todos ellos basan sus soluciones en la llamada condición de localización, que implica la
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Figura 3: Angulo de localización.

pérdida de elipticidad de la ecuación de balance en el caso estático o de hiperbolicidad en el caso dinámico,
demostrando que es una condición necesaria para la aparición de discontinuidades débiles y posteriormente
el fallo localizado. Por otra parte, Cervera et al [7, 10] proponen una metodología distinta para encontrar el
valor analítico de la orientación de banda de localización y es la empleada en este trabajo. Este procedimiento
formula las condiciones de acotabilidad de las tensiones y decohesión total, que combinados, son las condi-
ciones necesarias para la formación de la banda de corte. Según estas condiciones, la banda de localización
en un modelo de plasticidad asociada no depende de las constantes elásticas, sino únicamente del estado
tensional y del vector de flujo plástico. La tabla 2 muestra los valores analíticos del ángulo de localización
θloc para los modelos de DP y MC en tensión y deformación plana. Cervera et al [6] han verificado numéri-
camente por EF los resultados analíticos de localización en un modelo de plasticidad J2 y DP empleando una
formulación mixta implícita.

Modelo Tensión Plana Deformación Plana

DP tan2 θloc =
σ1−2σ2−2J1/2

2 η

2σ1−σ2+2J1/2
2 η

tan2 θloc =
σ1−σ2−2J1/2

2 η

σ1−σ2+2J1/2
2 η

MC θloc =

�

00 si flujo normal al plano A− B.

±
�

45o − φ
2

�

si flujo normal al plano A− C .
θloc = ±

�

45o − φ
2

�

Tabla 2: Ángulo de localización teórico para los modelos de DP y MC en tensión y deformación plana.

4 Simulaciones numéricas

La formulación MEX-FEM se aplica a continuación en una serie de simulaciones numéricas de problemas
de plasticidad compresible e incompresible. Los análisis se realizan empleando elementos triangulares y
tetraédricos con igual orden lineal interpolación para los desplazamientos y deformaciones. El tamaño del
elemento finito se calcula como he = (4/π ·Ae)

1
2 siendo Ae el área del elemento finito correspondiente. En 3D

se toma he = (6/π · Ve)
1
3 donde Ve el volumen del elemento finito. Se asume un ablandamiento exponencial

para la cohesión. A fin de obtener una respuesta quasi-estática en el tiempo se emplea un amortiguamiento
proporcional con relajación dinámica. Asimismo, para evaluar los parámetros de estabilización se toma cu =
[0.25,5] y cε = 1.0. Los análisis se han realizado con el programa de elementos finitos KRATOS [15, 16],
desarrollado en el Centro Internacional de Métodos Numéricos (CIMNE). Como pre y post-procesador se ha
utilizado GiD [18], también desarrollado en CIMNE.

4.1 Zapata de Prantl. Plasticidad perfecta

Este ejemplo bidimensional en deformación plana se usa a menudo para verificar mecanismos de colapso
y cargas últimas en modelos de plasticidad. Las figuras 5 muestran la geometría y la malla empleada en
el análisis. La propiedad del material son: densidad ρ = 104 K g/m3, módulo de Young E = 107 KPa,
razón de Poisson ν = 0.48, cohesión inicial c0 = 490 KPa y ángulo de fricción φ = 20o. Este ejemplo
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se analiza empleando el modelo de plasticidad perfecta de MC y DP con η y ς dados en la ecuación (20).
Dada la simetría del problema, sólo se analiza la mitad del dominio (la mitad derecha). Las dimensiones

(a) Modelo geométrico. (b) Malla de elementos finitos.

Figura 4: Geometría y malla empleada en el ensayo de Prantl.

L y B y longitud característica del problema L0 se toman como 5m y 1m, respectivamente 5m. El dominio
se discretiza empleando una malla no estructurada de 2438 nodos y 4731 elementos lineales, tanto para la
formulación irreducible (F I − P1), como para la presente formulación (M EX − F EM P1P1). Se impone una
velocidad instantánea y constante en el tiempo de 10−3m/s. Asimismo, el problema se analiza estáticamente
empleando los elementos de orden cuadrático de la formulación irreducible (F I − P2). La solución analítica
es Pl im/c0 = 14.8, donde Pl im es la fuerza total (reacción) aplicada.

Las figuras 5a y 5b muestran la distribución de los campos de presión y de deformación plástica equivalente
obtenidos con la formulación propuesta en el modelo de MC. Se obtuvieron distribuciones similares con el
modelo de DP. Nótese que el campo de las presiones está estabilizado. El mecanismo de colapso predicho por
esta formulación es conciso sin ninguna ramificación espuria. La banda de localización se forma de acuerdo
a la solución clásica virtualmente libre de la dependencia de la malla. Las figuras 5c y 5d muestran las
distribuciones obtenidas con la formulación irreducible (F I − P1). Obsérvese que ésta no produce soluciones
satisfactorias, presentándose una ramificación espuria en la banda de localización y oscilaciones locales en el
campo de las presiones. El elemento cuadrático de la formulación irreducible (F I − P2) obtiene la respuesta
plástica perfecta, sin embargo, presenta oscilaciones en el campo de las presiones, tal como se aprecia en la
figura 5f.

Finalmente, la figura 6 compara la curva Desplazamiento-Reacción obtenida con la formulación irreducible
en desplazamientos y la MEX-FEM. Nótese cómo MEX-FEM captura satisfactoriamente el comportamiento
plástico perfecto y la carga última, cuyo valor predicho es de 15.16 y 15.22 para los modelos de MC y DP,
respectivamente, en excelente acuerdo con la solución teórica. El efecto de bloqueo de la solución obtenida
con elemento lineal de la formulación irreducible (F I−P1) en ambos modelos de plasticidad se puede apreciar
por la inexistencia de una carga límite en el rango perfectamente plástico. El elemento cuadrático de la
formulación irreducible (F I− P2) captura el comportamiento plástico perfecto, pero la carga última predicha
es de 15.56, ligeramente por encima del valor teórico.

4.2 Barra con agujero a tracción. Localización en tensión y deformación plana

Este ejemplo consiste en una barra sometida a tracción en sus extremos libres. El objetivo de este problema
es doble: 1) determinar numéricamente el ángulo de localización θloc variando el ángulo de fricción interna
φ y 2) investigar el efecto del coeficiente de Poisson en la dirección de la banda de localización. Para el caso
de plasticidad incompresible (φ = 0o), se toma cu = 5.00. Para los demás casos cu = 1.

Dada la simetría del problema, sólo se discretiza la parte superior derecha. El dominio computacional
se discretiza en 3758 nodos y 7274 elementos. El problema se analiza tanto para estados de tensión y de-
formación plana. La figura 7 muestra los datos geométricos y la malla de elementos finitos empleada. Las
dimensiones l, b y d se toman como 40 m, 20 m y 2 m respectivamente. El espesor se toma como 1 m.
Las propiedades del material son: módulo de Young E = 107 Pa, coeficiente de Poisson ν = {0, 0.15,0.30},
cohesión inicial c0 = 104 Pa, ángulo de fricción φ = {0o, 15o, 30o, 45o, 60o}.
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(a) Campo de presiones(MEX-FEM P1P1). (b) Deformaciones plásticas equivalentes (MEX-FEM P1P1).

(c) Campo de presiones (FI-P1). (d) Deformaciones plásticas equivalentes (FI-P1).

(e) Campo de presiones (FI-P2). (f) Deformaciones plásticas equivalentes (FI-P2).

Figura 5: Comparación de los campos de presión y deformación plástica equivalente obtenidas con MEX-FEM
y formulación estándar en desplazamientos.

Figura 6: Curva Desplazamiento-Reacción.

Se considera primero el caso de deformación plana. Los resultados de los análisis se presentan en la
tabla 3. Es notable la precisión obtenida por MEX-FEM para capturar la correcta dirección de la banda de
localización en ambos modelos de MC y DP y el excelente acuerdo con la solución analítica. La figura 8 muestra
el mecanismo de fallo para diferentes valores del ángulo de fricción interna φ en un modelo en deformación
plana de MC predicho por MEX-FEM. Los resultados obtenidos son óptimos ya que ĺa localización pasa a través
de una banda de elementos y está virtualmente libre de la dependencia de la malla. Se obtienen resultados
similares en el modelo de DP.

La tabla4 compara los ángulos de localización obtenidos para el modelo de DP en tensión plana. Nueva-

9



(a) Modelo geométrico. (b) Angulo de localización. (c) Malla de elementos finitos.

Figura 7: Geometría y malla empleada.

mente el ángulo predicho por la formulación propuesta concuerda con la solución teórica. La figura 9 muestra
el campo de las deformaciones plásticas equivalentes obtenido.

La figura 10 muestra la banda de localización obtenida para el modelo de MC en un estado de tensión
plana. Debido a la singularidad que existe en la superficie de MC cuando el estado de tensión es tracción pura,
se aplica una tensión de compresión t x < 0 y una tensión de tracción t x > 0 en la dirección x de magnitud
1000 Pa, de tal manera que la dirección del flujo quede definida en cada uno de los planos A− C o A− B
(véase figura 1b). Para el estado en que t x < 0 se obtiene la respuesta estándar del fallo de MC. Sin embargo,
en el caso t x > 0 se obtiene una localización horizontal de deformaciones, el mismo comportamiento que
se obtendría con un modelo de plasticidad de Rankine. La tabla 5 compara los resultados obtenidos con
MEX-FEM y la solución teórica.

La tabla 6 compara los resultados de la banda de localización obtenido por MEX-FEM para diferentes
coeficientes de Poisson. Se aprecia que el ángulo de localización depende únicamente del vector de flujo y el
estado tensional, tal y como predice el resultado analítico.

Finalmente, las figuras 11 muestran las curvas Desplazamiento-Reacción obtenidas para el modelo de MC
en un estado de deformación plana y para el modelo de DP en tensión plana, respectivamente. Obsérvese
que la carga última decrece a medida que el ángulo de fricción interna φ aumenta.

Angulo de fricción φ θloc analítico DP θloc numérico DP θloc analítico MC θloc numérico MC
00 45o 44.12o 45o 44.54o

150 36.40o 36.35o 37.5o 37.38o

300 28.15o 29.65o 30o 30.25o

450 20.44o 23.29o 22.5o 23.29o

600 13.28o 15.52o 15o 15.52o

Tabla 3: Angulo de localización θloc para el caso de tracción uniaxial pura en deformación plana.

Angulo de fricción φ θloc analítico DP θloc numérico DP
00 35.26o 35.25o

150 28.98o 30.06o

300 22.66o 24.07o

450 16.57o 18.88o

Tabla 4: Angulo de localización θloc para el caso de tracción uniaxial pura en tensión plana en un modelo DP.
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Angulo de fricción φ Estado θloc analítico MC θloc numérico MC
00 t y > 0 y t x > 0 0o 0.00o

00 t y > 0 y t x < 0 45o 44.95o

300 t y > 0 y t x > 0 0o 0.00o

300 t y > 0 y t x < 0 30o 30.84o

Tabla 5: Angulo de localización θloc para t x 6= 0 en tensión plana en un modelo MC.

φ ν θloc analítico DP θloc numérico DP θloc analítico MC θloc numérico MC
00 0.0 45o 44.94o 45o 44.94o

00 0.15 45o 44.12o 45o 44.94o

300 0.0 28.15o 29.65O 30o 29.65o

300 0.15 28.15o 29.65o 30o 29.65o

Tabla 6: Angulo de localización θloc para el caso uniaxial puro t y 6= 0 y t x = 0 en deformación plana para
valores distintos de coeficiente de Poisson.

(a) MC φ = 0o .
θloc = 44.54o .

(b) MC φ = 15o .
θloc = 37.38o .

(c) MC φ = 30o .
θloc = 30.25o .

(d) MC φ = 45o .
θloc = 23.29o .

(e) MC φ = 60o .
θloc = 15.52o .

Figura 8: Deformación plástica equivalente para diferentes valores deφ en modelo MC en deformación plana.

(a) DP φ = 0o .
θloc = 35.25o .
Estado Plano.

(b) DP φ = 15o .
θloc = 30.06o .
Estado Plano.

(c) DP φ = 0o .
θloc = 44.12o . De-
formación Plana.

(d) DP φ = 15o .
θloc = 36.35o . De-
formación plana.

Figura 9: Deformación plástica equivalente para diferentes valores de φ en modelo DP.

4.3 Cilindro de pequeño espesor con agujero a tracción y torsión longitudinales.
Localización tridimensional

El último problema presentado es un cilindro hueco de pequeño espesor sometido a dos solicitaciones distin-
tas: tracción y torsión según el eje longitudinal del cilindro. Las dimensiones del cilindro son: h = 1.95m,
radio externo r = 0.50m y espesor t = 0.05m; el cilindro presenta un hueco rectangular en su centro a
fin de provocar una concentración de tensiones y la formación de una banda helicoidal de localización de
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(a) MC φ = 0o .
θloc = 0.0o . t x > 0
y t y > 0.

(b) MC φ = 0o .
θloc = 44.95o . t x < 0
y t y > 0.

(c) MC φ = 30o .
θloc = 0.0o . t x > 0
y t y > 0.

(d) MC φ = 30o .
θloc = 30.84o . t x < 0
y t y > 0.

Figura 10: Deformación plástica equivalente para diferentes valores de φ en modelo MC en tensión plana.

(a) Curvas Desplazamiento-Reacción en el modelo MC en deforma-
ción plana.

(b) Curvas Desplazamiento-Reacción en el modelo DP en tensión
plana.

Figura 11: Curvas Desplazamiento-Reacción.

deformación plástica. Para esta geometría y las solicitaciones estudiadas el estado resultante es de tensión
plana, por lo que los ángulos de localización son los de la tabla 2 ([7, 10]). Dada la simetría de la geometría,
sólo se analiza la parte superior. El modelo geométrico y la discretización estructurada empleada, con 15357
nodos y 59880 elementos tetraedros MEX-FEM P1-P1, se muestran en la figura 12. En las simulaciones se
usan las propiedades materiales: densidad ρ = 100 K g/m3, módulo de Young E = 105 Pa, coeficiente de
Poisson ν = 0.30, límite elástico f y = c0 = 400 Pa y energía de fractura G f = 5 N/m. Tanto la tracción
como la torsión se aplican mediante desplazamientos impuestos en la superficie superior a una velocidad de
0.001m/s.

En primer lugar, se estudia el caso de tracción longitudinal. Se utiliza como modelo de plasticidad el
modelo de von Mises (Drucker-Prager sin fricción). En la figura 13 puede observarse como se forman dos
líneas de deslizamiento en forma de espirales simétricas que se inician en el hueco rectangular y se propagan
hacia los extremos del cilindro a ±45o con el plano horizontal, con la dirección de la tensión principal menor,
([7, 10]). La solución numérica coincide exactamente con la solución analítica.

En segundo lugar, se estudia el caso de torsión longitudinal. Se utiliza como modelo de plasticidad el
modelo de Mohr-Coulomb, con un ángulo de fricción de 45o. En este caso, el estado tensional en las paredes
del cilindro es de cortante puro, con tensiones principales iguales y de signos opuestos actuando a 45o con el
plano horizontal. Según los resultados analíticos en la tabla 2 ([7, 10]), las líneas de deslizamiento se forman
a ±22.5o con la dirección principal menor, es decir, a 22.5o y 67.5o con el plano horizontal. Ambas solu-
ciones alternativas se muestran en las figuras 14 y 15, respectivamente. Para obtener una u otra, se perturba
ligeramente el problema de torsión pura con una tracción/compresión longitudinal, respectivamente.

Tanto el caso de tracción como el de torsión, se obtienen las soluciones analíticas con independencia de
la orientación de la malla. La formulación propuesta es capaz de dar una solución satisfactoria al problema
tridimensional de la localización, sin necesidad de emplear un complejo algoritmo de rastreo tridimensional.
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(a) Modelo geométrico. (b) Malla de elementos finitos.

Figura 12: Geometría y malla empleada.

(a) Vista lateral. (b) Vista frontal. (c) Vista isométrica.

Figura 13: Deformaciones plásticas equivalentes en el modelo de VM en tracción pura. Ángulo de localización
teórico: θ teo

loc = ±45.0o con el eje vertical. Ángulo de localización numérico: θ num
loc = ±45.0o.

5 Conclusión

En este trabajo se presenta la aplicación de MEX-FEM en problemas de mecánica de sólidos que involucran
plasticidad y localización de deformaciones. Esta formulación elude la condición de estabilidad LBB sobre las
formulaciones mixtas utilizando el método de las sub-escalas ortogonales. Los ejemplos presentados en 2D
y 3D demuestran que con esta formulación se obtienen campos de deformaciones y tensiones, capturando
correctamente los mecanismos de colapso, las cargas últimas y prediciendo correctamente la orientación de
la banda de localización sin necesidad de emplear un algoritmo de rastreo.
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