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PREDGOVOR

Diferencijalne jednadine su jedna od najvaZnijih oblasti, kako klasicne, tako i modeme
matematike, &ije se metode koriste ne samo u velikom broju matemati€kih disciplina,
numerickej i primjenjenoj matematici i fizici, nego i u svim prirodnim naukama i tehnici.
Mnogi problemi fizike, hemije, biologije i svih oblasti tehnike svode se na probiem
rje¥avanja nekih konkretnih diferencijalnih jednacina sa kojim se, u tolikoj mjeri, proZimaju
da je &esto nemogude odrediti gdje zavriava neka od njih i podinje matematika i obrnuto.
UdZbenik Diferencijalne jednadine — Teorija i zadaci, kojiizlazi uediciji "Univerzitetska
knjiga" Univerzileta u Sarajevu, pisan je na temelju dugogodinjeg iskustva, prema pro-
gramu predmeta Diferencijalne jednaline i Analiza Il iz kojih sam, tokom svoje
univerzitetske karijere, drzala vjezbe, a zatim 1 predavanja studentima trece godme matema-
tike, Prirodno-matemati¢kog fakulteta Univerziteta u Sarajevu.

Zadaci ukljueni u ovu zbirku su zadaci koje sam radila na vjeZbama, ali je najviSe onih koje
sam davala na pismenim igpitiina iz Diferencijalnih jednacina, kada sam na tom predmetu
bila asistent akademika Fikreta Vajzovica (1972-79), odnosno Analize III, iz koje sam
izvodila nastavu (predavanje i vjeZbe) veé kao asistent (1976 -). Osim toga, u zbirku je
ukijuden i izvjestan broj lijepih zadataka koje su, i prije mene, ria ispitima davali i moji
profesori akademici Mahmut Bajraktarevié¢, iz Diferencijalnih jednafina, studentima
matematike i Manojlo Maravi€¢, iz Jednafina matematicke fizike, postdiplomcima na
univerzitetima Sirom Bosne i Hercegovine.

U pocetku sam planirala da cjelokupan sadrZaj ukljucim u jednu knjigu koja bi obuhvatala,
kako oblc_ne tako i parcijalne diferencijalne jednacine prvog i drugog reda, ali sam, kad je
knjiga zavr¥ena, zbog cbimnosti materijala, odluéila da cjelokupan sadrZaj podjelim na dva
djela, prv1 koji je veé objavljen leerencualne jednacine 1 (Obi¢ne diferencijalne
jednaine i Sistemi diferencijalnih jednacina) i drugi Diferencijalne jednaéine 2 (Parci-
Jalne diferencijalne jednadine prvog i drugog reda i Jednaéine matematicke fizike) koji
upravo izlazi iz Stampe.

Osim toga, bilo je zamiSljeno da ovaj udZbenik bude samo pratea zbirka zadataka
odgovarajuéeg teoretskog udZbenika, "ali je kraéim, ali preglednim, i za postavljeni cilj
sasvim dovoljnim, elementima teorije, uz svaku grupu zadataka, ovaj udzbenik prevaziSao
zbirku zadataka i time, u velikoj mjeri uinjen samostalnim i nezavisnim od teoretskog
udZbenika koji obi€no prati zbirke zadataka."

UdZbenik Diferencijalne jednaine 2 prekriva elementima teorije i zadacima osnovne
oblasti parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog i drugog reda ukljuujuéi i jednaline
matemati¢ke fizike. Obuhvata 250 stranica teksta i oko 100 rjefenih zadataka. Podjeljen je
na tri glave: . ' o

I Parcijalne diferencijalne jednaéiné (9 - 110),
II  Jednaline matematicke fizike (111 - 210) i
Il Razni zadaci (211 -232). . -
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"Na pocetku svake glave dat je kratak, ali jasno iznesen, pregled teorije koja je potrebna za
rjeSavanje zadataka te glave. Pored toga §to taj koncizni pregled teorije pomafe rjefavanju
datih problema, on je, s obzirom da sadrZi i materijale koji se na kursevima Diferencijalnih
JjednadZbi (obi¢nih i parcijalnih) i Analize NI ne izlafu, a potrebni su za potpunije
upoznavanje s teorijort, istovremeno i dobra teoretska dopuna tim kursevima,"

"Kao dobro obrazovan matematiar sa zavidnim obrazovanjem i iz oblasti fizike, autor je
znalacki odabrao znatan broj zadataka iz primjene, kako u fizici, tako i u.tehnici. Preciznim
formulacijama zadataka, od kojih neki imaju i op§ti teorijski karakter, kao i pregledna, jasna
i potpuna rjelenja ovih zadataka, zadovoljice upotpunosti potrebe $irokog kruga studenata
matematike, fizike 1 svih tehnifkih fakulteta, kako drugog, tako i treéeg stepena, ali se toplo
moZe preporuciti 1 nastavnicima ovog predmeta, kao 1 svim onim koji u svojoj
profesionalnoj praksi koriste parcijalne diferencijalne jednatine." (iz recenzije) ‘
U prvoj glavi, koja je posvecena parcijalnim diferencijalnim jednaCinama prvog i drugog
reda, najprije se uvodi pojam parcijaine diferencijalne jednacine i njenog opsteg i potpunog
mtegrala Posebna se razmatraju parcijalna diferencijalna jednatina prvog reda (homogena
inehomogena) i zanju formuliSe Cauchyev problem. Za homogcnu linearnu dlfCIE:l'lCI_] alnu
Jjednaginu opisuje se postupak za odredjivanje opSteg rjefenja i za nju vezuje sistem obiénih
diferencijalnih jednadina u simetriénom obliku. Svaki od (n-) nezavisnih integrala toga
sistema n-tog reda predstavlja neko rjefenje pripadne parcijalne diferencijalne jednaine, a
svaka, neprekidno diferencijabilna, funkcija tih integrala, predstavlja opSte rjeSenje
pripadne parcijalne diferencijalne jednadine. Zatim se opisuje procedura kako se iz
spomenutih prvih integrala pripadnog sistema obiénih diferencijalnih jednafina dobija
rjelenje Cauchyevog problema date homogene parcijalne diferencijalne jednafine. Osim
toga, nehomogena linearna parcijaina diferencijalna jednafina prvog reda svodi se na
homogenu tako $to se njeno rjeSenje waZi u implicitnom obliku. Nelineami sistemi
parcijalnih diferencijalnih jednagina prvog reda promatraju se za slucaj funkcije dviju
promjenljivit i za takav sistem odredjuje potreban i dovoljan uslov, poznat kao uslov
potpune integrabilnosti, pod kojim sistem ima jednoparametarsku familiju rjeSenja. Uz taj
uslov traZena jednoparametarska familija rje¥enja dobija se jednostavno. Zadatak da se
odredi jednoparametarska familija povrsi, ortogonalnih na vektorskim linijama nekog
vektorskog polja F u prostoru vodi na Pfaffovu diferencijalnu jedna¢inu. Problem koji je
doveo do ove jednaline svodi se na odredjivanje funkcije z = z(x,y) koja zadovoljava
Pfaffovu diferencijalnu jednaginu. Ova jednaéina, uz uslov R(x, v,z) # 0, svodi se na oblik
dz =— PiR dx — (/R dy, paza'svaku integralnu povi§ z = z(x,y} vrijedi

8z/Bx dx + dz/Bydy = —P/Rdx — Q/Rdy,
§to vodi do sisterna .
dz/ax =— PIR,  0z/8y =-QJR.

Dakle, Pfaffova jednééina ekvivalenma je posljednjem sistemu jednacjha, tako da se problem
njene potpune mntegrabilnosti svodi na uslov F - ror F = 0, koji ¢e sigurno biti ispunijen ako

jepolje F potencijalno, tj. rot F = 0. U tom sluca_]u se integracija Pfaffove jednacine svodi
na odredivanje potencijala u(x,y,z} polja F zakoji je Pdx + Qdy + Rdz = du. Ako polie
nije potencijalno, onda postojl integracioni faktor u (x, y,z} zakoji je

Pdx + Qdy + Rdz = udy (u =1/u()c_,y,z)) itd.
Pdkazuje se da se, uopite gledano, forma Pdx + Qdy + Rdz moZe svesti na tri kanonska

oblika: du, udv, du+vdw, od kojih zavisi integracija Pfaffove jediagine. Nelinearne
parcijalne diferencijalne jednatine prvog reda, i to za funkcije samo dviju promjentjivih,
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razmatraju se u posebnoj sekciji glave. Iz potpunog integrala ove jednagine i jednakosti koje
se dobiju njegovim parcijalnim diferenciranjem po x i y, se nakon climinacije parametara
@ 1 b, dobija data diferencijalna jednacina. Kako je pokazao Lagrange, sva rjefenja ove
parcijalne diferencijalne jednatine mogu se dobiti iz njenog potpunog integrala metodom
varijacije konstanti. Ako je :

OafOx = 8b/By = Obf/éx = 8a/dy = 0, ondaje a = const, b = const,

pase V(x,y,z,a,b) = Osvodi na potpuni integral. Ako je 6V/8a =0 i 6V/6b = 0 iako
seiz ovih dvijq Jednakostii V (x,y,2,4,b) = 0 mogu eliminisati parametri a i b, tada se tako
dobija singularni integral z = z (x, y). Ako Je.pak, D(a,b)/D(x,y) = 0, ali je bar jedan ele-
ment ove determinante razli€it od nule, tada medu elementima a i & postoji veza b = w(a).
U tom sluCaju ¢e rjefenje biti dato sistemom V (x,y,z,a,b) = 0, 6V/éa + 8V/ob w'(a) = 0.
Ono sadrzi proizvoljnu funkciju i predstavlja opite rjeSenje. Ako se za w(a) odabere
odredena funkcija, onda se dobija partikularno rjesenje. Sistem nelineamih parcijalnih
diferencijalnih jednadina sa funkeijom dviju promjenljivih rjefava se i Lagrange-
Charpitovom metodom. Za neke specijalne tipove jednaina navode se potpuni integrali u
obliku tabele. Za parcijalne diferencijalne jednadine prvog reda daje se geometrijska

interpretacija uz upotrebu Mongeovog konusa i karakteristika. U ovoj interpretaciji
Cauchyev problem rjefava se odredivanjem rjeSenja:

x=x(1), y=yt 0,z =z(,7), p= p(t, 1), ¢ = q(t,7) -
sistemna karakteristika koje zadovoljavaju poéeme uslove
x=x,(1), y=y,()hz=z,thp=p(1)q=q, 1) za t=0.

Ovdje se rjeSava tridesetak raznih zadataka vezanih za nelineame parcijalne diferencijalne
Jjednaine prvog reda i desetak zadataka iz oblasti parcijalnih diferenci jalnih jednadina
drugog reda koji se iskljutivo odnose na klasifikaciju ovih jednagina, tj. odredivanje tipa
(elipticki, parabolicki i hiperboligki) jednagine. Na to se, sa malo izuzetaka, svodi i svaki od
desetak zadataka ove sekcije. _ L ‘

Glavall sadrZi tridesetak vaznih primjera parcijalnih diferencijalnih Jjednagina drugog reda
koje spadaju u oblast MatematiCke fizike. Za veéinu njih nije lako naéi opite rjefenje, pa se
rjeSenje koje zadovoljava zadane pocetne ifili rubne uslove trazi direkino, bez poznavanja
opsteg rjeSenja. Ovakvi problemi mogu imati samo jedno rje$enje ili vise rjedenja, a moZe
se desiti da neki od njih nema rjeSenja. Posebna paZnja posveéuje se onim problemima koji
po svojoj prirodi imaju jedinstveno rjeSenje. Osim toga namece se potreba da to rjeSenje
bude neprekidno u odnosu na dopunske uslove. :

ZarjeSavanje problema kruZne membrane izvi¥ena je teorijska priprema koja se odnosi na
razvoj funkcije f(x) po Besselovim funkcijama prve vrste. U slutaju kada Jje polupreénik
posmatrane membrane R = 1 :

f(x) = Z am_ jn'(x y A'J'm't _)’
. — .
gdje je n > —I zadan broj, a ,fX,, ... su pozitivni korijéni jednatine J LAY = 0, dok se
koeficijenti @,, odreduju po formuli '
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2

am = —
. J3+1(V)‘nm )

Sligno se, i u sluéaju kada je poluprenik kruga R =1, funkcija f(x) moZe razviti u red

L -
J.xf(x)Jn (xu;\'nrn )dx' s
9 .

f(X) = iam.‘fv (HMX/R), v > _1 s
m=l )

gdje sup,, ... pozitivni korijeni jednagine J, (u) = 0, svrstani po veli€ini, a koeficijenti
a,, odredenisa o :

2 R
a, == | X ST, (x| Ryax .
R Jv+1(um-)£ '

Oﬁaj razvitak funkcije f{x) se zove razvitak funkcije u Fourier—Besselov red.
U raznim problemima matematitke fizike nailazi se i na razvoj oblika

£y = b, (3[R,

gdje sup,, ... pozitivni korijeni jednaéine
o, (1) + BusL () =0,
napisani u rastuéem nizu, uz uslov o/ + v >0
S obzirom na ortogonalnost Besselovih funkcija i formulu f xJ} (4, x/Rydx, dobijaju se
R ’ 0

slitno i koeficijenti b, gornjeg reda koji se zove Dini-Besselov red. _

U sekciji 2, druge glave, proudavaju se prvo oscilacije Zice. Tako se u prvom primjeru
tretira jednaina slobodnih oscilacija (podsekeija 2.1.), a u drugom prisiinih oscilacija Zice
(podsekcija 2.2.). : o

Sekcija 3 je posveéena oscilacijama membrane i to u prvom, odnosno drugom primjeru radi
se o slobodnim oscilacijama pravougaone, odnosno kvadratne membrane (podsekcije 3.1. 1
3.2.). Treéi primjer odnosi se na slobodne oscilacijé kruZne membrane, a Cetviti, specijalno
na radijalne oscilacije te membrane kod kojih je, za sve tatke jedne kruZnice, pomak isti, j.
pomjeranje tadaka ne zavisi od ugla (podsekeije 3.3. 1 3.4.). U sastavu ove sekcije se,
posebno, rje§ava i jedan problem u kome se traZe sopstvene oscilacije homogene kruZne
membrane polupreénika R =1, uévriéene na konturi, ako u poCetnom momentu ona
predstavlja povriinu obrtnog paraboloida, a poCetna brzina joj je jednaka nuli.

U sekeiji 4 se tretiraju razni problemi provodenja toplote. Tako je u podsekeiji 4.1. rjeSen
problem provodenja toplote u ogranj¢enom 3tapu. Problem provodenja toplote u neogra-
nigenom, odnosno poluograniéenom §tapu, izlaze se u podsekeiji 4.2, odnosno 4.3, dok se
problem provodenja toplote u dvodimenzicnalnom prostoru ukljuCujuci, specijalno, i
primjer provodenja toplote kroz homogenu plofu uz odgovarajuce rubne i pocetne uslove
rjefava u podsekeiji 4.4. : ' ’

Laplaceova diferencijalna jednatina zauzima petu sekciju..Néjpr'ijé s¢ definigu Laplaceova
diferencijalna jednadina i Laplaceov diferencijalni operator, i uvodi pojam harmonijske
funkcije, a zatim i unutra$nji i spoljainji Dirichletov problem. U podsekeiji 5.1. rjeSava se
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odredeni rubni problem za Laplaceovu diferencijalnu jednadinu u dvodimenzionalnom
“poluprostorn” 0 <x <a, 0 <y <+, dok se u podsekciji 5.2. slidan problem rjeSava za
paralelopiped. U podsekciji 5.3. rjeava se Laplaceova diferencijalna jednadina zadana u
cilindri¢nim koordinatama, uz odredene rubne uslove i uslov ogranifenosti nepoznate
funkcije # na osi cilindra. U okviru podsekcije 5.4. proutava se problem stacionamog
rasporeda toplote u cilindru koji potiva na izolovanoj donjoj osnovi, dok mu se gormja
osnova zagrijava ravnomjerno rasporedenom kolidinom toplote ¢, a bodna povr§ina
slobodno rashladuje vazduhom &ija je temperatura jednaka 0. Posebno se, u sastavu ove
sekcije, proutavaju Dirichletov problein za krug (podsekeija 5.5.) i Dirichletov problem za
kruZni prsten (podsekcija 5.6.), - , - o o
Rjesiti Dirichletov problem za Laplaceovu jednaginu zna&i odrediti funkciju koja unutar tog
kruga zadovoljava t jednaginu, a na krugu prima unaprijed zadanu vrijednost. Dalje se
pokazuje da se rjeSenje Dirichletovog problema dobiveno u obliku beskonagnog reda mo¥e
napisati i u obliku odredenog integrala poznatog kao Poissonov integral. Tako se dobiva Joi
jedan oblik rjefenja unutamjeg Dirichletovog problema koji se naziva Poissonovom
integralnom formulom. : : ' '
Primjer sadrfan u sekciji Sest se odnosi na jedan rubni problem za Poissonovu dife-
rencijalnu jednadinu na odredenom pravougaoniku uz uslov da se tje¥enje tog problema
poniitava na rubu tog pravougaonika. : o :

* Sekcija sedam, odnosi se na rjeSavanje Laplaceove diferencijalne jednaine primjenom
konformnih preslikavanja. Najprije se dokazuje invarijantnost Laplaceove jednadine u
odnosu na konformno preslikavanje, a zatim se, ispitujuéi stacionarnost temperature T, u
procesu provodenja toplote, dolazi do zakljutka da ona zadovoljava Laplaceovu jednadinu
u svakoj unutrasnjoj ta¢ki posmatranog tijela (podsekcija 7.1.) U podsekeiji 7.2. se rjeSava
Dirichletov problem za gornju poluravan, tj. odreduje formula za stacionarnost temperature
u tankoj, polubeskonatnoj ploéi za koju je y >0, &ija je povriina izolovana, a rub y=0
zadrZava temperaturu ), svugdje, izuzev na djelu duZi —1<x <1, y=0, na kojem je
jednaka 1. U podsekciji 7.3. se, zatim, rje¥ava Dirichletov problem za dva nekoncentritna
kruga, tj. traZi potencijal unutar oblasti izmedu dvije nekoncentri¥ne kruznice u slutaju kada je
potencijal na manjoj kruZnici, radijusa 1, jednak 1, a na vecoj, spoljasnjoj kruZnici, jednak 2.
U sekeiji 8. rjeSava se Schrodingerova jednadina, vezana za nalaZenje nivoa energije i
talasnih funkcija estica koje se kreéu u nekom polju sile. Dalje se, u podsekeiji 8.1.,
posmatra specijalan slucaj Schridingerove jednadine, poznate kao harmonijski oscilator,
kada traZena talasna funkcija w(x) zavisi samo od jedne promjenljive. Tra¥eéi one
vrijednosti energije za koje ¢e rjeSenje w (x) biti neprekidna funkcija, koja zadovol java uslov
|q1(x)]2dx =1 (dobiven fizikalnim rasudivanjem), Schrédingerova jednafina ée se, u

slu¢aju harmonijskog oscilatora, svesti na rje¥avanje Hermiteove diferencijaine jednagine.

Posljednji primjer odnosi se na jednu parcijalnu diferencijainu jednaginu u kojoj nepoznata
funkcija u zavisi od vremena ¢ i udaljenosti r od koordinamog potetka. Pri tome se na
funkciju u(r, ¢} postavljaju odredeni rubni i podemni uslovi.

"Svi, uovoj glavi tretirani problemi odlikuju se znagajem i ozbiljnogéu. Ukljuéivanjem ovih
problema udZbenik je znatajno obogaden. Sadrzajem ove glave posebno, ali u velikoj mjeri
i sadrZajem prethodne glave, u ovom udZbeniku je, na vrlo poZeljan nadin, prosiren okvir
koji imaju uobi¢ajene zbirke zadataka iz podruéja diferencijalnih jednagina i koje obi¢no od
parcijalnih diferencijalnih jedna€ina obuhvataju samo one prvog reda (zbog njihove tijesne
veze sa obiénim diferencijainim jednatinama”. (iz recenzije)

Koristim priliku da se zahvalim svima koji su, na bilo koji nadin, doprinijeli da se ovaj
udZbenik pojavi. Posebno se zahvaljujem recenzentima, akademicima Fikretu Vajzovidu i
Veselinu Pericu na korisnim primjedbama koje su doprinijele poboljSanju teksta.
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Medu one kojim Zelim izraziti zahvalnost spadaju moje asistentice mr. Senada Kalabusi¢ i
Manuela Muzika, kao i student Vedad Letié, koji su mi pomogli u posljednoj korekturi
teksta, odnosno studentica Mersiha Loni¢ koja je prevela predgovor ovog udZbenika na
engleski. .

Zahvalnost dugujem i glavnom uredniku Izdavatke kuée prof. Viadimiru Komanovicu i
dipl. ing. Nini Hasanovicéu koji je najzasluZniji za vrlo vaZan dio posla—unos teksta i izradu
crteZa, ukjudujuéi i estetski izgled i dizajn. ' '
Svakako treba posebno ista¢i, da zaslugu za objavijivanje, odnosno nastanak udzbenika
Diferencijaine jednatine 1i 2 imaju Federalno ministarstvo obrazovanja, nauke, kulture i
sporta te Kantonalno ministarstvo za obrazovanje, nauku i informisanje, jer su obezbjedili
sredstva za izdavanje, odnosno, SOROS "Fondacija Otvoreno Drustvo” koja mi je, na
osnovu Plana za podriku istrazivanja ) Srednjoevropskog Univerziteta ), zahvaljujuéi
pozitivioj ocjeni i prihvacanju udZbenika od strane Komisije RSS-a, sa sjediStem u Pragu,
dodjelila, finansijsku pomoé za njegovu izradu. ' ‘

Osim toga, zahvalna sam i UdruZenju Matemati®ara BiH koje je obezbjedilo sredstva za
recenziju. '

Na kraju, biéu veoma zahvalna svim paZijivim i kritiénim &itaocima ove knjige nakorisnim
primjedbama i sugestijama, kako tehnicke, tako i strudne prirode. O njima Cu, svakako
voditi rafuna, ukolike dode do novog izdanja ovog udzbenika.

U Sarajevu 2001. godine . - . Autor

(*) Research Support Scheme, u daljem RSS

() Central European University'
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I PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

1. Gsnovni pojmovi teorije

Jednacina koja daje vezu izmedu nezavisno promjenljivih x, x,, ..., X, funkcue tih
promjenljvih # i njenih parcijalnih izvoda po promjenijivim x |, x2 , --es X, NAZIVA SE
parcijalnom diferencijalnom jednacinom. Dakle, to je jednalina oblika:

: a2 2 k V
F(xl,xz,...,xn, i, Ou Ou Q7w 0 u 9 uj =0, (1)

_—,.11-,_, 2, 5 mas g k
dx, - Ox, Ox; Ox0x,  ox,

2

Red najviseg parcijalnog izvoda, koji stvarno figurife u njoj, odreduje red parci-
jalne diferencijalne Jednacme -Parcijalna diferencijalna jednagina, kao i obifna
diferencijalna jednaina, moZe biti nepotpuna, ali mora obavezno sadrZavati bar
jedan od parcijalnih izvoda nepoznate funkcije.

Rjeenjem te jednadine naziva se funkcija

u ZM()C], x.za"'? xn-) ’ . T (2)

koja je definisana i neprekidna, zajedno sa svojim parcijalnim izvodima, u nekoj
oblasti promjenlpwh Xpy Xyyees X iza koju jednaina (1) postaje identitet. Proces
nalaZenja rjefenja naziva se mtegracqom Integrisanjem parcijalne diferencijalne
jednadine obi¢no se dobiva familija rjeSenja koja zavisi od proizvoljnih funkcija a
ne samo od proizvoljnih konstanti kao u sluéaju obi¢nih diferencijalnih jednalina.
Rjedenju z = z(x,y) parcijalne diferencijalne jednaCine prvog reda

dz 0Oz ' :
F s Yo T T = 0!
(x »E ox ayj _ ®

koje sadrZi nepoznatu funkciju z, od dv1_]c nezavisno promjenljive x i y, odgovara
neka povr§ u prostoru (x, y, z). Ta povIs naziva se integralnom povrsi date jedna-
¢ine koju nazivamo grafikom rjedenja.

Opéte rjesenje jednatine (1') je rjeSenije te jednatine koje sadrZi proizvoljnu funkeiju.
Potpunim integralom jednaline (1") naziva se svaka relacija V(x,y,za,b) =0
izmedu x, y, z, & b, gdje su a i b konstante, takve da se iz
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Vi nzaby =0, =0 i Y=g

x Y

eliminacijom konstanti a i b, dobija jednadina (1.

I

.inearna parcijalna diferencijalna jednaéina prvog reda

Lineamna paréijalna diferencijalna jedhaéina prvog reda ima sljedeéi oblik

ou du _ ' ou
X (xl,xl,...,x"-,u)a—x— + X, (%5001, ,u)g o+ X, (XXX, ,u)ax =
1 2 [

7 = R(x|,X5,000X 1) G)
gdje je u nepoznata funkcija nezavisno promjenljivih x,, x,, ..., x,, a X, X,,

... X, 1 R zadane funkcije svojih argumenata. Jedna&ina (3) se Cesto (iz vise
razloga) naziva i kvazilinearnom jednaéinom.

Ako trazena funkcija u ne ulazi ni u jedan od koeficijenata X, X, . X,
jednacine (3), a njena desna strana je identiki jednaka nuli, tada se jedna¥ina (3)
naziva homogenom. U protivnom slu¢aju ona je nehomogena..

2.1. Cauchyev problem

Jedan od najvaZnijib problema koji smo. posmatrali u sludaju obitnih diferen-
cijalnih jednatina bio je Cauchyev problem. Taj problem éemo posmatrati i za
parcijalne diferencijaine jednadine. S ' :
Za jednatinu (3) Cauchyev problem glasi:
Medu svim rjeSenjima date jednacine naéi ono tjefenje

u = f(xx5,.5x,)
koje zadovoljava poetni uslov

o
u = Q(x,%,,.%,,) za x, =x_,

gdjeje @ (x,,x,,...,x,_, ) zadana neprekidno diferencijabilna funkcija svojih argu-
. menata. ' : _ : :
Specijalno, u slutaju jednadine

Py Z 0t L = Riuns)
o ox dy

10
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Cauchyev problem se sastoji u waZenju rjeSenja

= fxy) . | | )

koje zadovoljava pogetni uslov

z=0(y), zax=ux,.

Geometrijski, traZi se ona integralna povrs (4) koja prolazi zadanom knvom
z=@(y), x =x,, kojaleZiuravni x =x,

2.2. Homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina
1° Postupak odredivanj a opsteg rijefenja: Posmau'ajmo homogenu ]ineamu jednaéinu

X (x,%50000X ) + X, (X, Xp,0x, )—-——-+ AX (XXX, )-——-0 )]
ox, %)

H

Pretpostavimo da su koeﬁcijenti X,, X,.... X,, jednacine (5), neprekidno dife-
rencijabilni u nekoj okolini zadane tatke (x|, x;, ..., X, )ida, osim toga, nisu svi

istovremeno, u toj tadki, jednaki nuli. Neka je recimo

X, (x0y x5, .0x0) #0.
Primjetimo da jednagina (5) ima uvijek rjeSenje oblika:

u=0C, C = const.
koje ¢emo zvati o¢iglednim ili trivijainim rjeSenjem.
Uz udinjene pretpostavke homogena jednatina (5) ima familiju rjeSenja koja sadrZe
proizvoljne funkcije.
Da bismo odredili tu familiju rjeSenja posmatratemo sistem obilnih diferen-
cijalnih jedna¢ina w simetri¢nom obliku:

dx, _ dx, dx

= =...= u (6)
X Grpxgnx, ) Xy (x,X0500%,) X, (x,%5,00X,)

koji odgovara homogenoj linearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jedna€ini (5). Sistem
(6) ima (n-1) nezavisnih integrala:

W, (XXX, )y W (XX g0 X, e oo W (X)X 0ees Xy )s (N

definisanih u nekoj okolini tatke (x, X3, ..., x,).

11
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Svaki od njih je rjeSenje jednacine (5). Svaka neprekidno diferencijabilna funkcija

tih funkcija Wy = F (y,,y,4...,W,_, ), biGe integral sistema (6), pa prema tome i

rjeSenje jednacine (5). Znadi, jednalina (5) ima familiju rjeSenja
w=Fy,y,,. ...y ).

Familija rjeSenja koja zavisi od proizvoljne funkcije F naziva se '0p§tim rjesenjem
jednacine (5). _ -
U sluéaju jednadine sa dvije nezavisno promjenljive

P(x,y>2—i ¥ Q(x,y)% -0 @®

sistern (6) svodi se na jednu jednadinu:

dx _ _4dy _
Plxy)  Qxy)

Akoje y(xy) integral te jednaine, tada Ce opste rjeSenje jednatine (8) biti
7z = F(qj('x,y)),

gdje je F proizvolina, neprekidno diferencijabilna, funkcija.

2° Rjesenje Cauchyevog problema
TraZi se rjeSenje u = f(x,,x,,...,x, )} koje zadovoljava poéetni uslov

U=0(x,x,,..x,_ ) za x, =x°

n

Uvrstimo u integrale (7), sistema (6), x, = x? i oznafimo dobivene funkcije sa
w[’ ‘i—’z’ et wMAI :

Wi (X5 XX, X)) =

- o —

WZ (_xl7)'2"""xn.—15xu) -

SR U O

o —
W (B X g Xy X)) = W,y 0

RjeSavanjem sistema (9) po x X g X dobiéemo

n=1

12
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xp =0 (WaWa, . W)
=0, (Y, Wy, W)

-:1-1 = m,;—[ (-\—le’$2’ et ‘qf-n—l ) *

-
"
|

Ako u desnu stranu jednakosti u = 9 (XX X, ) um]esto xl,xz seees Xy 5 UVIS-
timo @, ®,,..., @, _,, zamjenivii prethodno u njima s, \yz,..., V., sa
Wi, Woa. .o,y , dobiéemo funkciju

= (P(ml(\pl’\l’z:---’wnmi)s Oy (Wi Wa o W Doy LOMEY (U TP )) (10)

koja predstavlja traZeno rjesenje.

Specijalno, u sluZaju jednatine (8), s dvije nezavisno promjenljive Cauchyev prob-
lem se svodi na nalaZenje rieSenja z = f(x,y) koje zadovoljava pocetni uslov
z =@ (y)za x = x,.Sistem (9) svodi se najednu jednaginu y (x_,y) = , odakle
je y=o(y). Prema tome, traZeno rjeSenje bice

z=¢ (m(w(x,y)))'-

2.3. Nehomogena linearna parcijalna diferencijalna jednadina

1° Postupak odredivanja opsteg rjesenja:
Posmatrajmo nehomogenu linearnu parcijalnu diferencijalnu jednaéinu

Su Cu ou
X (x,xp,.. ,)cH,.',t)a + X, (x,,%,,. ,xn,u)bx— + ... -i_X”(xl,xz, WX, Uy =

1 2 xn

= R{x,Xx,,...,X,,,i), (11)

ukojoj su funkcije X, X,, ..., X, i R neprekidno diferencijabilne u nekoj okolini
tatke (x/, x5,..., x5, u ) X, (x), x5, x,u’) 20,
TraZe¢i njeno rjefenje u implicitnom obliku

V(X sXyy e X, ) =0, o (12)

dobiéemo homogenu lineartu parcualnu dlfcrencqalnu Jednacmu u odnosu na
funkeiju V': :

N

13
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X, (XX g0y X, 18) B_V + X, (Xp, X500, X 1) B_V +.. +
ox, - ox,
+ X, (X3 X5 e X, 1) v R{X|sX 5 peens X 0 1) v 0, (13)
ox du

"

koja je ekvivalentna sistemu obi¢nih diferencijalnih jednacina u simetri¢énom obliku

o _dxy o &, du (14)
X X X, R
Ako su:
Y (XX, e Xl W (XX, e, X0U) oo, WL (XL X5, Xu). (15)

nezavisni integrali tog sistema, tada se jednakost -

DY, W W,) =0,

gdje je ® proizvoljna, neprekidno diferencijabilna funkcija, naziva opStim rjede-
njem jednaine (11) u implicitnom obliku. Njenim rjefavanjemn u odnosu na u
dobice se opste rjeSenje v eksplicitnom obliku.

U slutaju jednatine
0z oz ' :
P(X,ygz) — + Qxyz) — = R(xy72) (16)
ox dy

odgovarajuci sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina svodi se na

de _ dy _ dz

= = . (17)
Px,yz)  Qxyz) R(xyz)

Ako su W, (x,y, z)' =C, iV, (x V,7) = C dva nezavisna prva mtegrala s1stema
(17),a F pr01zvol_]na neprekidno d1ferencqab11na funkcija, tada ¢e sa

F (v, (32, ¥,(632) =0
biti odredeno opste rjefenje z = z(x,y) jednacine (16).

Integralna povr§ jednacine (16), koja je odredena rjeSenjem z = z(x, ), ima u tatki
(x, y, z), vektor normale

14
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Zato se jednadina (16) moZe napisati u obliku

—

Fi=0, | (18)
pri ¢emu je F = P(x, ¥, )i + Q(x,y, _z)f + R(x,y, 2k - 'zadana vektorska funk-
cija (vektorsko polje). J :

Rjetiti jednaginu (16) znadi naéi sve povrsi za koje je vektor normale u svakojtagki

okomit na vektor F, gdjeje F zadana vekiorska funkcija. Integralne krive sistema
(17} leZe na integralnim povr§ima jednacine (16).

Nelinearne parcijalne diferencijalne jednadine.

3.1. Sistem dvije nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda

Posmatrajmo sistem

Q?_ = A(x,v,2)
gx (19)
a—; = B(x,32)

Lije desne strane su neprekidno diferencijabilne u nekoj okolini tatke (x,, Vo Z,)-
Ovaj sistem naziva se saglasnim ako postoji funkcija z = z(x,y) za koju obje
jednaCine sistema (19) postaju identiteti, u nekoj okolini tacke (x ¥ Z,)

Da bi sistem (19) imao familiju rjeSenja koja zavise bar od jedne proizvoljne kon-
stante, potrebno je 1 dovoljno da uslov

M, 08p _B,3B, 20
oy 0Oz dx oz

bude zadovoljen identi¢ki, u odnosu na x,y,z, u nekoj okolini tatke (x,,y,,z,).

Uslov (20) se naziva uslovom potpune integrabilnosti sistema (19). S obzirom na.

(19), taj uslov zahtjeva da bude

0%z - 8%z
oxdy  dyix

Ako je ispunjen uslov (20), rjeSenje sistema (19) se traZi po sljededoj shemi: fiksirajuci,
u prvoj od jednatina (19), promjenljivu y, nakon njene integracije dobiéemo

" 15
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2= o (xCH). . | 1)

gdje je C(y) proizvoljna, neprekidno diferencijabilna, funkcija od y.

Izaberimo C(y) tako da funkcija’ (21) zadovoljava i drugu od jednafina (19).
Ispunjenost uslova (20) za sistem (19) je garancija da takvo C(y) postoji. Kao
rezultat dobivamo ' : = :

zZ= z(x,)'f,C')., -

gdje je C proizvoljna konstanta.

3.2. Pfaffova jednalina = ‘ L o _
Cesto se postavlja zadatak da se odredi familija povrdi z = z(x,yC), ortogonalnih
na vektorske linije polja F = (P, @, R).
Akosa 7 =dxi + dyf + dzk oznafimo tangentni vektor kojile%i u tangentnoj
ravni tra¥ene povrsi, zadatak e se svesti na traZenje povri za koje je

Fof =0
ili u razvijenom obliku

P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y,2)dz = 0. (1)

Jedna&ina oblika (1), s neprekidno diferencijabilnim koeficijentima P, Q 1 R, u
nekoj oblasti za koje je P’ +0% +R* # 0, u svakoj tacki te oblasti, naziva se
Pfaffova jednacina. _ :

Tako se postavljeni zadatak sveo na traZenje funkcije z = z(x,y) zakoju vazi (1).
Dakle, traZi se jedna zavisnost izmedu x, y, z. Za jednaginu (1), koja ima rjeSenje u
obliku jedne zavisnosti, kaZe se da je integrabilna jednom relacijom.

Uz pretpostavku da je R(x,y,z) # 0, jednacina (1) moZe se napisati u obliku

P Q '
dz = —— dx — = dy. : 2
z Ry | 2)

S druge strane, posto na svakoj integralnoj povrsi, z = z(x,y) jednaCine (1) vazi
osnovna relacija

iz = Zar + Lay, B 3)

za te integralne povrii je

16
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Ox dy

8to nas, zbog nezavisnosti dx i dy, dovodi do zakljucka da integralne povrsi
moraju zadovoljavati sistem jednacina

oz _ P
Ox R

4
& _ 0 @
Oy R

Dakle, Pfaffova jednaCina (1) ekvivalentna je sistemu diferencijalnih jednagina (4).

Prema tome, problem se svodi na traZenje uslova potpune integrabilnosti jednacme
(1), koji prema (20) (§ 3.1.) za sistem (4) glasi:

p( 2R 20 +Q(9£_6_R R o s
By oz dr  Ox dx Oy ’

— —

FoerotF =0, o )
rotF =| OR_9Q17 (2P 2R 7+ oQ _oP\¢
6y 0z 0z ox dx &y

Teorema 1. Potreban i dovoljan uslov da bi Pfaffova jednacina bila integrabilna
jednom relacijom je da relacija (5) vaZi identi¢ki.

ili krace

gdje je

Time je dokazana

Jednakost (5) moZe se zapisati i u obliku

P O R
2 2 3| _, "
ox oy Oz
P QO R

1° Specijaino, uslov'teoreme je ispunjen ako je rotF = 0, ftj.

2P _3Q 0Q _OR OR _0OP

: —=, (6)
ay éx- - Oz 6y x oz ‘

17
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U tom slu€aju polje F je potencijalno poSto je
Pdx +Qdy + Rdz : (A)

potpuni dlferencual pa se integracija jednaline (1) svodi na odredwanje funkcije
u(x,yz) (potencual polja F) za koju je

Pdx +Qdy +Rdz = du. (A

TraZene povrsi su date jedna€inom u(x,yz) = C inazivaju se povrsima nivoa.

2° Ako, medutim, polie F nije potencijalno, tj.
rotF # 0, ali__ie F -rotF = 0,

tada za izraz (A) postoji integracioni faktor p(x,y,z), tako da se on moZe svesti na
oblik

Pdx +Qdy + Rdz =.udv, U=- 1

; A
p(xyz) (B

3° MozZe se pokazati da je, i u sluéaju rotF = 0 i F-rotF = 0, moguée od
Pfaffove forme (A} oduzeti potpuni diferencijal tako da za dobivenu razliku bude
ispunjen uslov (5). Dakle, traZimo takvu funkciju «(x,y,z) da ako stavimo

Pdx +Qdy+Rdz —du = Fdx +0Q,dy +R, dz,

bude zadovoljena relacxja (5Yza B, Q, i R Ako uzmemo u obzir da je

ou du Ou
P =P-2 oo R=R-
ox o.-0 Jy oz

poslije sredivanja dobi¢emo jednalinu po w: -
20 _oRYou (R oP\ou (0P _2Q\ou _
0z oOy)ox dx 0z ) oy dy oOx ) oz
_p[32_ 2R\, (2R _oP) (0P _d0) ®)
oz oy) \ox oz &y Ox

U svojstvu funkcije # moZe se uzeti bilo koje rjeSenje j.ednaéine (B).

Ako forma P, dx + Q, dy + R, dz potpada pod slu€aj 2° u posmatranoni slﬁéaju
dobivamo kanonski oblik Pfaffove forme:

Pdx +Qdy + Rdz = du + vaw. (As)

18
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Znadi, forma (A) se mo¥e svesti na jedan od tri kanonska oblika
du, wudv, du-+vdw.

Minimalan broj promjenljivih pomofu kojih je moguée izraziti Pfaffovu formu
odreduje njenu klasu. U skladu s tim Pfaffova forma triju promjenljivih moZe pripadati
I, IF ili T Klasi:

Uprvadvaslucaja za Pfaffovu Jjednaginu postoji mtegrabllna relacija dvuu veli¢ina
u = const i v = const, dok u posljednjem slutaju postoji integrabilna relacija samo
jedne promjenljve koja sadrfi samo proizvoljnu funkciju i njen izvod i to u
eksplicitnom obliku i nije pod znakom kvadrature.

Stvarno, ako u jednacini
du+vdw = 0.

uzmemo u = ¢ (w), gdje je o prmzvoljna funkcga tada iz jednagine doblvamo
drugu relaciju v = —g'(w).

Primjedba: Ako jednafinu (1) posmatramo nezavisno od postavljenog zadatka,
onda njeno rje¥enje moZe biti odredeno sa dvije veze koje odreduju kriva liniju
¥y = y(x), z = z(x). Naime, do jednacine (1) dovodi nas i zadatak: naéi linije koje
su ortogonalne na vektorskim linijama polja F. Za odredivanje ovih linija moZe se
izabrati jedna povrs (veza) ¢ (x,y,z) = 0,odnosno z = z(x, y). UvrStavanjem zadane
funkcije z = z(x,y) u jednacinu (1), problem se svodi na rjeSavanje jednadine

M(x,y)dx + N{x,y)dy = 0 (1

u kojoj je nepoznata funkcija y = y(x). Ako sa y(x,%C) = 0 obiljeZimo dato
rjeSenje jednaine (1') _onda su sa @ (x,yz2) =0, q;(x,y,C) 0 date Kkrive
ortogonalnc na vektor F . Tako dobivena familija krivih zavisi od odabrane veze
(p (x ys Z) - )

* ‘Nelinearne parcijalne difefencijalne jednacine prvog reda

4.1, Potpuni integrali. Opéti, partikularni i singularni integrali

Posmatracemo parcijalnu diferencijalnu jedna&inu prvog reda

‘ Oz Oz '
Fle,y,5,p,q) =0 =—, g=—, F*4+F* %0 : 1
(e.325p:q) [ = 7 5 » tE (1)
po nepoznatoj funkeiji z = z(x, y) ukojoj je F dvaput neprekidno diférencijabilna

funkcija, 2 x, y, z Dekartove koordinate,

19
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Neka je
Vix,,za b)y=0 2)

potpuni integral jednacine (1), u kojem su a i b proizvoljne konstante. Funkcija
z = z(x,y), odredena sa (2), zadovoljava jednaginu (1). Osim toga, eliminacijom
konstanti @i b iz (2)1 jednaCina

av , dv av , ov

% iz, %40 3
o a2l T Tl )

dobija se jednacina (1) .

Lagrange je pokazao da se sva rjesenja parcijalne diferencijalne jednacine prvog
reda mogu dobiti iz potpunog integrala pomoéu metode varijacije konstante. Taj
metod se sastoji u tome da se umjesto konstant a i b tra¥e funkcije a(x,y) i b(x,y)

za koje je ‘
V(% 3% 2%y), a(xy) bxy) =0 (2')

rjefenje jednacine (1).
Ako u jednafine, dobivene iz (2) diferenciranjem po xiy, uvrstimo (3) dobicemo
sistem jednacina . .

W e
da d0x db dx @)
ﬂ/_a_a + Q}i .a_b =0
da dy db dy

iz kojeg se mogu odrediti funkcije a(x,y) 1 b(x,y).

Mogu nastupiti sljedeca tri sluéaja:

1° Akoje
9a _ da _ 9b _ 9 _ 0 ' (5)
ox dy Ix Oy

tada je

a =const, b =const,

pa se (2') svodi na (2), tj. potpuni integral (potpuno rjesenje} jednacine (1).
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v v
— =0, — =0. : 6
da ob . ®)

20

Ako se iz (2) i (6) mogu eliminisati veliine « i b, dobie se rjeSenje z = z(x, y)
koje se zove singularno rjefenje (singularni integral) jednacine (1°) i predstavlja
obvojnicu dvoparametarske familije integralnih krivih.

Db _ 4

D(x,y}

Ako je ova determinanta jedhaka nuli, a pri tom barem jedan od njenih elemenata

razli¢it od nule, tada medu veli¢inama a 1 b postoji zavisnost, na primjer b = w(a), -
zbog Cega se sistem {4) svodi na jednu jednadinu

30

_+_b0)'(a)=0. . N

Prema tome, rjefenje jednacine (1) ¢e biti dato sistemom jednadina

V(x, Y 7 4, (da)) =0
(8

VY S = o.

da ob _ '
Ono sadrZi proizvoljnu funkciju i naziva se opste rjesenje jednacine (1).
Ako u (8), za funkciju w(a)izaberemo odredenu funkciju, dobi¢emo partikularno
rjeSenje jednafine (1). Izdvajanje partikulamih rje$enja se postife zadavanjem
odgovarajuéih dopunskih uslova, tj. zahtjeva na funkciju V'ili na funkciju Vinjene
izvode. :

Dakle, svako rjeSenje jednacine (1) dobija se iz njenog potpunog integrala.

4.2. Rjesavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina
prvog reda (Lagrange — Charpitov metod)

Vidjeli smo da se iz potpunog integrala jednadine .
Flx,vzpq)y=0 . ' (1)
mogu dobiti svi ostali integrali jednacCine, §to zna€i da se problem rjefavanja

jednadine (1) moZe svesti na odredivanje jednog njenog potpunog integrala. Ovaj
integral se moZe odrediti metodom Lagrange — Charpita.

Sustina ovog metoda je u tome da se, za jednacinu (1), odredi jednadina
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@ (x9 y» Z) ps Q) =da . . (2)

gdje je a proizvoljna konstanta, tako da sistem (1) —~ (2) odreduje funkcije,
p=plx, »za)i g =qg(xyza) zakoje je Pfaffova jednatina

dz = pdx +qdy . (3)

mtegrabﬂna jednom relacijom. Integral F(x, y, z a, b) 0 jednacine (3) je pot-
puni integral jednacine (1), a konstanta b se dObl_]a pri integraciji jednacine (3).

Uslov integrabilnosti F- rotF 0, F=pi+gq j —k, za jednatinu (3) dobl_]a
oblik:
%) d dp O ;
pA _ g% P9 (4)
oz dz dy dx

Diferenciranjem jedna€ina (1)i(2) po z, dobijamo

F, +F, P g _y
P 9z 7 0z
&+ §3+cbq?-‘i =
9z 0z
odakle se, uz uslov w—) # 0, dobiva
D(pq)
D(F,®) D(F,®)
o . _ Dag)  dq __ Dpz
Jz DF,®) ~ 0oz D(F,®)
D(p.q) - D)

Diferenciranjem jednacina (1) i (2) po %, odnosno y, dobivamo uz isti uslov:

D(F,®) ' D(F,®Y
99 _ __Dpx)  op _ __DGg)
ox D(F,®) ~ 8y D(F,®)
D(p.q) D(p.q)
Uvrstavanjem nadenih vrijednosti ap aq aq ap u (4), dobi¢emo:

dz’ 3z dx Iy
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I - PARCIJALNE DIFERENCITALNE JEDNACINE

F F, Fgq
CI)qCI)y g

Fpr sz

=0. (3)
o0, O,p

Ovaj ﬁslov mora biti zadovoljen identicki u odnosuna x, y, z '
1z uslova (5) slijedi da funkcija @ mora zadovoljavati homogenu linearnu parci-
jalnu diferencijalnu jednafinu prvog reda

o® IBCD od oP ~od
F — +F —— 4+(F p+F -~ (F 4+ F i == (F 4+ F g)— =0, (6
Pox 7oy ( o? o) Jz (. > TEP) op Fy +E0) oq ©

Ako radi kratkoée uvedemo oznake

F. =X, F, =Y, F,=4, F,=P, F, =0,
pri ¢emu su X, Y, Z, P, Q poznate funkcije od x, ¥, 7 p, ¢, podto je mhkcija F
poznata, jednadina (6) se moie napisati'u obliku:

P2 +Q—-— +(Pp +Qq)-— x+2)%® — 7 +20)%2 - 0.
ox dp dq

Rjefavanje ove lineamne parcijalne diferencijalne jednacine se svodi na rjeSavanje
sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina u simetri¢nom obliku

a _dy_ d&z _  dp _  dqg s
P Q pP+tqQ AX+pZ) Y +4q7)

Sistem (7) naziva se Lagrange-Charpitovim sistemom jedna&ine (1).

Prema: tome, potrebno je odrediti samo jedan prvi integral tog sistema
O (x,y,zpq) =a, gdieje a prmzvol_;nakonstanta a @ funkcija koja zadovoljava
gore navedene uslove.

Primjedba. Potpuni integral jedna&ine (1) moZe se odrediti bez integracije ukoliko
su poznata dva prva integrala

D, (xyzapq)=C,
@, (xyzpq)=0C,

sistema (7) koja.su u involuciji, tj. za koje je

[‘Dl’ @2] =0,
gdje je
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2,0,] = 20e)  20u)
D(p,x) D(q,y)

U tom slucaju potpuni integral se dobiva eliminacijom parcijalnih izvoda pig iz
polazne jednacine i nadena dva prva integrala.

4.3. Potpuni integrali za neke specijalne tipove jednadina

- U nekim slu€ajevima navedeni postupak odredivanja potpunog integrala jednacine
(1} je prostiji. To su slu€ajevi kada jednadina ne sadrZi sve veliine x,y,zp i q .

X, ¥, 7 senepojavijujuu - = z=)x+Ay+u, gdieje
1 jednadini Fip.a)=0 FOLMY =0
p=flx,q) 2=J-f(x;l)dX+7Ly+u,
2a s O p) - :
1=50.p 2= [ fydydy +hx +
o o dz ..
pojavljuje se samo jedna od x+Ay= _f + U, gdje je
op | - promjenljivih x,y,z p=flzq) P(z,A)
@z, A) rjefenje jednadine
p=fzA)
2 £2) x+?»y~j' dz+u
= z = ——
¢ P )
R(x,p)=F(nq)=A .
‘ 0 z = [ fitx,A)dx +
3 | promjenljive su razdvojene =
p=h 1) 4+ [AOdy +
q = fx(» A)
uopitena Clairautova = =
4 Tednadina z=px+qy+ f(p.g) z=Ax + Wy + f(Ap)
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4.4. Geometrijska interpretacija parcijalne diferencijalne jednadine
prvog reda '

Svako rjeSenje z = z(x,y) parcijalne diferencijalne jednaline (1) predstavlja povr§
koju nazivamo integralna povrs$. Za svaku integralnu povrs koja prolazi fiksnom
tatkom M (x,y,z), jednalina njene tangentne ravni data je sa

Z-z=p(X-x)+q (Y -y,

gdje su p i g povezani relacijom (1), dok se x,y,z smatraju fiksnim. Obvojnica
familije tangentnih ravni je konus (Mongeov konus). Tangentna ravan svake
integralne povrdi tangira i Mongeov konus duZ jedne od njegovih generatrisa.
Krive na integrainoj povr§i koje u svakoj svojoj tacki dodiruju odgovarajuéu
generatrisu nazivaju se karakteristicnim krivama ili karakteristikama. DuZ
karakteristika vaZi relacija:

A _dy
F, F, PF, +qF,
pocetna
rrake
0 ' y
X
(sl. 1)

podetna traka i jedna karakteristicna traka na integralnoj povrii,
I'- Mongeov konus u tadki P,

KaZe se da niz vrijednosti (x,y,z p.g) opisuje ravninski element koji povezuje
ugaone koeficijente p i ¢ tangenine ravni § talkom (x, v, z).
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Prema tome, diferencijalna jednadina (1) odreduje polje ravninskih elemenata
(x,y z p, g) koji dediruju Mongeov konus,

4.5. Trake i jednatine karakteristika.
Skup diferencijabilnih funkcija
x=x(t), y=y@), z=:z(), p=p), q=q{t) (1)

predstavlja ravninski clement (tatke i tangentne ravni) duZ trake regularne povrs1
ako funkeije (1) zadovoljavaju uslov’

Za parcijalnu diferencijalnu jednadinu
F(x,y5pq)=0 _ : (2)
svaki skup funkcija (1) koje zadovoljavaju sistem obi¢nih diferencijalnih jedna&ina

d_de by pody g
dt dr dt dt dt

—(qF, +F,)

3

koji zovemo sistemom karakteristicnih jednacina jednacine (2), opisuje, zajedno
s jednadinom (2), karakteristicnu traku. Karalteristi¢na traka dodiruje Mongeov
konus u svakoj tagki (x,yz). Odgovarajuca kriva

x=x(t), y=y(@), z=2(8)

leZi na integralnoj povr$i i naziva se karakteristiéna kriva. Integralne povrsi
mogu se dodirivati medusobno jedino duZ karakteristika.

Ukoliko je poznat potpuni integral jednadine (2) , moZe se odrediti integralna povr§
te jednadine koja prolazi zadanom krivom.

4.6. Problem s pocetnim uslovima — Cauchyev problem

TraZi se ono rjedenje z = z(x,y) jednacine (2) koje zadovoljava pocetne uslove
(graniéne uslove Cauchyevog tipa) '

X =x,(@),y =y, 2=5,(1 p=p,(0) ¢ =q,(0) ()
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za koje je

F(x, (1:) Yo(1), 2 <-c) P.(1). 4, m) =0

dz, dx, dy, (4b)

dt TP Tl

Ovim uslovima je zadana poCetna traka tj. tacke i tangehtne ravni na traZenu inte-
gralnu povr§ duZ regulame krive C,. Projekcija krive C, na Oxy ravan je jedno-
stavna kriva. Da bismo rjesili pocetni problem potrebno je naci rjesenje

x =x(tv), y =y61), 2 =287), p = p(t,T), 9 =q(7) (5)
sistema karakteristi¢nih jedna&ina. (3) koje zadovoljava potetme uslove (4a) i (4b)
za t = 0. Tako odredene funkcije (5) zadovoljavaju jednatinu (2).

Rjefenje z = z(x,y), ili u implicitnom obliku ¢ (x,y,2) = 0, dobiée se elimina-
cijom parametara { i T.

Problem sa zadanim pocetnlm uslowma imace jedinstveno rjelenje ako iz datih
pofetnih uslova (4a) i (4b) slijedi

de;_pﬂ

& Dby 6
Pdv " dt D@ty '*° ©

U suprotnom, problem ¢ée imati rjeSenje samo ako dati podetni uslovi (4a) i (4b)
opisuju karakteristinu traku. U tom slu€aju postojaée beskona&an skup rjeenja.

Primjedba: U postavei problema mogli bismo pretpostaviti da je zadana same
poCetna kriva C,, dok bi vrijednosti p, i ¢, odredili iz relacija (4b). Ako te
jednadine imaju viSe rjefenja, kriva C_, moZe pnpadau razli¢itim polaznim traka-
ma, pa se Cauchyev problem, za svaku od njih, rjesava odvojeno.

.- Parcijalne diferencijalne jednagine drugogreda . .

Jedna€ina u kojoj se pojavljuju nepoznata funkcija u(x,,x,,..., X, ), nezavisno
promjenljivih x,,x,, ..., X ,, sa izvodima prvog i drugog reda naziva se parcijalnom
diferencijalnom jednacinom drugog reda. Ona ima oblik

ou ou  w d'u du qu]

F{xvxga ax,,?ua_ -

ey L] ] 30 vy = 0- ].
8xl Bx?_ _ax,, oxf Ox,0x, ox} M

i
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Svaka funkcija u(x,x,, ..., x,) koja jedna&inu (1) pretvara u identitet u nekoj
oblasti tacaka (x,,x,,..., x,) zove se rjeSenje te jednaline.

Specijalno, ako nepoznata funkcija zavisi od dva argumenta, jednacina (1) ima
oblik

Fx,yzpqnrst)=0, (2)
gdieje z=2(xy) i

dz 0z __9*z _9*z 93z
q F=—, §= , 1= .
ox? oxdy dy*

Za parcijalnu diferencijalnu jednadinu re¢i éemo da je kvazilinearna ako je
linearna u odnosu na najstarije izvode nepoznate funkcije. Tako je, na primjer,
jednagina oblika

2

2 ' 2 ‘
0z 97 e )a Z+f(6322,2,) =0 (3)

, + B
T ax? G- )axa

A (x7 )’: *

kvazilinearna parcijalna dlferencualna jednadina drugog reda.

Parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda ¢emo zvati linearnom ako je ona
linearna u odnosu na nepoznatu funkciju i sve svoje parcijalne izvode. Tako je
jednaéina

2 2 ’
9z L9522 §i+E%+G 4)
ox? 0x0y ay2 ox dy

A

gdje su A, B, ..., F neprekidne funkcije od x 1 y, u nekoj oblasti ravni Oxy,
linearna parcijalna diferencijalna jednadina drugog reda u odnosu na nepoz-
natu funkciju z(x, y) .

Poito je rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadina drugog reda mnogo slo-
Zenije od rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadina prvog reda, ovdje ¢emo se
ograniditi na rjefavanje samo nekih jednadina drugog reda koje se zovu jednacine
matematicke fizike, jer se na njih svode mnogi problemi fizike. To su jednadine
oblika

ZZaq(xl,. W X ) + Zb (X500 X P +c(x1,..., x.n)u =

J=1 i=1 i i

= F(x;,...x,). (5)
Jednaina drugog reda ima beskonano mnogo rjefenja. U rjefavanju konkretnih

problema fizike traZi se ono rjefenje koje zadovoljava neke dodatne uslove (rubni
i pocetnt uslovi), §to zavisi od prirode problema. Rubni uslovi su oni uslovi koje
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funkeija (rje¥enje jednacine) treba da zadovolji na rubu posmatrane sredine u kojoj
parcijalna diferencijalna jednacina opisuje odredenu pojavu.

‘Potetni uslovi su oni uslovi koje funkcija treba da zadovolji u datom trenutku
vremena od koga podinjemo posmatrati (proucavati) pojavu koju opisuje parcijalna
_diferencijalna jednadina.

Neka je jedna¢ina (2) data u obliku
Ar+2Bs +Ct +F(xy, z p,q) = 0, (6)

gdje su A, B, C funkcije od xi y s neprekidnim izvodima do drugog reda. Za
jednadinu (6) ¢emo reéi da je u nekoj oblasti:

1 hiperbolitkog tipa akoje B? — AC >0,
2) paraboli¢kog tipa akoje B® - AC =0,

3) elipti¢kog tipa akoje B? - AC<0.

5.1. Svodenje jednadine na kanonski oblik

Kanonski ili normalni oblik jednaéine (6) je:

2

0z = F, el akoje B — AC>0; 0
oxdy dx Oy .
2%z dz 9z . 3 '
— =F = = akoje B - AC =0; 8
3" z(x ™y ayj oI ®
2. A2
97z 07z _ xy,,az,ﬁ, akoje B? ~ AC< 0. (9)
ax® oy’ x dy

Da bismo jednadinu (6) sveli na kanonski oblik uvedimo, umjesto promjenljivih (x, y),
nove nezavisno promjenljive (x,v), smjenom

u=u(xy) v=v(xy) ) (10)

pretpostavljajuéi, pri tom, da su one dvaput neprekldno diferencijabilne i da je
jakobijan

Du,v)
D(xy)

U novim nezavisno promjenljivim # i v jednacina (6) se svodi na oblik

# 0, uposmatranoj oblasti. (11)
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2 2, 2,
ax92 +ZB*a rcxdZ Py 9% 20, (12)
ou’ Judv ov? ou ov
priéemuje'
2
A*@v) = Al & Capdude [ :
ox Ox dy dy
dy av dv : '
C* = A —=| +2B——+C 13
) [ax] - dxdy (ay] ( (13
B*(uv) _Aa_ua_v du dv auav +C§£a_v_
ox dx - o ay ay ox dy dy
Lako se provjerava da je
dudv dudv
PoARCH*= (BT -AC)| = -2 14
( )[Bxay dy ax] 19

§to znadi da transfonnacijé (10) ne mijenja tip jednaéine (6).

Funkcije u(x,y) i v(x,y) mogu se odrediti, u zavisnosti od tipa jedna&ine (6), tako
da bude ispunjen jedan od sljedeéa tri uslova: :

(@) A*¥=0, C*=0,
) A*=0, B*=0,
(e) A*=(C*% B*=0.

Tako e se postiéi da jednatina (12) primi jednostavniji oblik.
Posmatrajuéi jednadinu

z .
() ap 23 () (15)
ox ox dy dy

kao kvadratnu po g—h , zakljuéujemo da se ona, pod pretpostavkom A # 0, moZe

X
napisati u obliku jednadine

[ ——+(B+JBZ -AC)— MA__HB ,/BZ-AC)?-]=0 15"
y |

koja se raspada na sljedece dvije linearne homogene jednagine prvog reda
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A—+(B+1/Bz AC =0 (15a)

A—+(B JB AC) =0 (15b)

koje su ekvivalentne sistemima obiénih diferencijalnih jednacina redom

dx dy
-5 (16a)
A B+ JB*-AC '
dx dy
= == (16b)
A B-B*-AC
odniosno
Ady —(B-F-\/BZ -AC)dx = 0, (17a)
Ady — (B—+B* - AC)dx = 0. (17b)
Jednacine (17a) i {17b) se mogu napisati u obliku jedne jednaCine
Ady® —2Bdxdy +Cdx® = 0. -(17)

Poto je A(x,,y,) # 0, postoje integrali |

By =C, i hy(xy)=C, : (18)
jednagina (17a) i (17b). Njihove lijeve strane imaju neprekidne parcijalne izvode
do drugog reda, u tacki (x,.y,).

Lijeve strane integrala (18) su rjesen_;a jedna¢ina (15a) i (15b) redom, pa prema
tome 1 jednacine {15).

Krive (18) zovu se karakteristi¢ne krive ili jednostavno karakteristike jednacine
(6), dok je jednacina (15) poznata kao jednadina karakteristika.

U zavisnosti od znaka funkcije B> — AC, u pdsmatranoj oblasti vrijednosti x, y,
moguéa su tri slucaja:

~ 1° Jednatina hiperbolickog tipa: B® - AC > 0.
Opéti integrali (18) su realni i razli¢iti. Njima su odredene dvije razliite jednopara-
metarske familije realnih karakteristika.

Ako za funkcije u#iv, koje ﬁguri§u u transformaciji (10), uzmemo upravo
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i =h1 (xa)’), v =h_2 (xay)a (19)
pri Cem su opsta rjefenja h (x,y) i h, (x,y) izabrana tako da je
D(h,h,)
D(xy)
tada ée, saglasno (13), biti A* =C * = 0, dok ée, zbog (14), (20) i B> - AC >0,
biti B* = 0. ' _ :
Prema tome, nakon djeljenja jednacine (12) s 28%, dobicemo

R d '
2 (u, na o g—v) (1a)

# 0, (20)

§to predstavlja kanonski oblik hiperbolicke jednaéine (6).
Lako se uvjeravamo da smjenom

ou=b+m, v=E-
jednagina (21a} prelazi u jedna€inu

9%z 822 | dz 0z
— = . B —y — 21b

koja je drugi kanonski oblik hiperbolicke jednacine (6).

2° Jednadina parabolickog tipa : B’ —AC =0.
U ovom sludaju jednadine (17a) i (17b) se podudaraju, dakle, svode na

A%k g _ . 22
ox dy '

Osim toga, lako se vidi da svako rjefenje jednadine (22), saglasno sa B> — AC =0,
zadovoljava j jednadinu

B—+C— =0. : (23)

Znati, paraboli¢ka jednacina ima jednu fanﬁliju karakteristika

hix,y)=C,.
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Ako sada, u transformaciji (10), uzmemo

u=hxy), v=vixy, : 24)
gdje je k rjedenje jednaline (22) (pa prema tome i (23)i (15)), a v (x,y) proizvoljna,
dva put neprekidno diferencijabilna, funkcija takva da vrijedi (11), tada ée,

saglasno sa (13), posto je A(x,y) rjeSenje jednadine (15), biti A* = 0. Na osnovu
{injenice da je u = h(x, y) rje¥enje jednacina (22) i (23) bide

B*= (Aa—“wa—“}al’_ + [3@-+C%Ja—" =0,

dx dy |ox ax dy |dy
dok ¢e biti
: 2 .
C* = 1 Aa—v+B?-E- = 0, (25)
Al ox dy

posto funkcija v (x,y) nije rjeSenje jednadine (22).
Dijeljenjem jednacine (12) sa C* dobi¢emo kanonski oblik

2 ' . .
2z _p [M,z, 9 g_ZJ (26)

ov?
paraboli¢ke jednadine (6).

3° Jednatina eliptickog tipa: B* ~AC<0. |

Opsti integrali (18) su kompleksno konjugovani i odreduju dvije familije imagi-
narnih karakteristika. Ako pretpostavimo da su 4, B, C analiti¢ke funkcije od x 1y,
koeficijenti jednacina (15a) i (15b) bice, takode, analiticke funkcije od x i y. MoZe
se utvrditi da jednafina (15a) ima analiti€ko rjeSenje

h(x!y) =h1(x$y) + ’hz (XJ) s
oh oh

u okolini tatke (x_,y, ) idaje |—|+ 3 # (), utoj okolini.
: - X y :

Stavimo u transformaciji (10)

w=hxy), v=h(xy).
D(hy,h,) £0.
D(xy)

S obziromdaje A(x,y) = u(x,y) + iv(x.y) rjesenje jednacine (15), ono je identitki
zadovoljava, tj. : ; o ‘

Lako se dokazuje da je tada

33



DIFERENCIJALNE JEDNACINE

2 ,
A 22 oY _ g
ox | - oxdy dy

tako da razdvajanjem realnog 1 imaginarnog djela dobijamo

Aa_ua_v+ (auav Buav)+ du ov

c v g,
Ox ox ox dy dy dx dy oy

Af % +2Ba—”@‘-+c wY _ ) 4 ap® @, (B
ox ox dy ay o ox dy ay
Qdavde, u saglasnosti s (13), zakljutujemo da je A* = C*, B* = 0.
Kvadratna forma

At +2Brr, +Ctf (B —AC<0)

prima vrijednost 0 samo za ¢, = t, = 0. Omda A* = C* moZe bit Jednako
nuli samo ako je

Qu _du v _dv _ . Q27

Posto smo rjedenja h(x, y) izabrali tako da jednakosti (27) ne mogu biti ispunjene
istovremeno, biée A* = C* # 0, tako da, nakon d]eljen_]a jednacine (12) sa A* ‘
d0b1vamo kanonsk.l obllk

a__z_+azz_F' az' dz
u* au N

elipti¢ke jednacine (6).

Primjedba: U sludaju kad je ]ednaéma (6). mjesowtog tipa, tj. kada B> —~ AC
mijenja znak, jednac¢ina (6) pripada razliitim tipovima.

Skupom tataka oblasti D duZ kojih je
B*—AC =0 (28)
odredena je kriva ¢ koja se zove paraboliéka kriva jedn'aéihe (6). Ako pretpo-

stavimo daje o jednostavna, glatka kriva ona e djeliti oblast D na dva djela tako da
u jednom od njih jedna&ina (6) pripada eliptitkom, a u drugom hiperbolickom tipu.
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ZADACI
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Zadatak 1.  Odrediti povriinu koja prolazi kroz krivu y = x, z = x° &ijajedna-
¢ina zadovoljava sljedecu parcijainu diferencijalnu jednaginu: |
oz oz

9 _E - 1
orw yay z (1)

Rjesenje: Da bismo dobili familiju rjeSenja jedna&ine (1) posmatraéemo sistem
obi¢nih diferencijalnih jednaina u simetricnom obliku

& _ _dy _ dz @
X y z
ekvivalentan sa (1).
Ovaj sistem ima dva nezavisna integrala
xy =C ‘ o
‘ } : ' (3)
zy = C, : :
I naéin
Da bismeo dobili povr¥ koja prolazi krivom
y=x . : -
S } | (4)
Z =X ’

treba odrediti konstante C, 1 C,. UvrStavanjem y i z, iz (4) u (3), dobi¢emo
C, =x*, C, =x*,

znali
c, =C},

dakle
zy = x2 y* .

Prema tome, fraZzena povrs je _

z = x7y. ‘ S (5)
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¥ nadin : _
S obzirom da znamo dva nezavisna integrala sistema (2), op$te rjeSenje z = z(x,y)
sistema (2), pa prema tome i jedna€ine (1), bi¢e odredeno sa:

xy = f(zy). (6)
Da bismo odredili povrs koja prolazi kroz datu krivu, treba odrediti funkciju f.
Uvrstimo li y i z, iz (4) u (6), dobicemo
o s =fxhy,
1. ‘

F&y =+,
Dakle,

Joy = 2,
odakle, nakon sredivanja, dobivamo traZenu povr§

2
z=Xxy.

Zadatak 2.  Odrediti povidinu koja prolazi krozkrug z =0, x* +y* =y i
koja zadovoljava sljedecu parcijalnu diferencijalnu jednacinu:

Oz Oz '
2yz — —xz — + =0, 1
y. Ox ay xy : @

Rjesenje: Posmatrana parcijalna diferencijalna jednacina je ekvivalenna sisternu
obi¢nih diferencijalnih jednafina u simetri€nom obliku

e _ b __&

e 2
2yz xz Xy @

Da bismo rjesili ovaj sistem, odredimo dva njegova nezavisna prva integrala. Iz

dx dy dy __dz

2.9 B 3)
2yz Xz xz Xy

zaklju€ujemo da su to
29t +x? =C, .y -2’ =C,. )
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I nacin
Prema tome, opSte rjedenje jednadine (1) bife odredeno sa

2y? -i~)c.2 =f(.y2 -z%). | _ (5)

Da bismo dobili traZenu povr§inu treba odrediti funkciju f tako data povr§ina pi‘olazi
kroz krug

z=0, x*+y’ =y.

Uzimajuéi to u obzir dobijamo

2y* +y -y =fO"). (5"
St_ay_ljajuéi |
X =t
dobijamo :
Fy = t+4k.
Dakle,. ‘ o ‘ '
y? - 7* -!~-‘/y—2——_z2 = 2y* + x?,
tj.

(yz +x2+zz)2 =y2 _Zi

I naéin: ‘ _
Polaze¢i od dobijenih prvih integrala i zahtjeva da se odredi povriina koja prolazi
datim krugom, dobijamo

C, =2y +x* =2y> =y +y=y" -y,
C, =y*,

oda.kleje. )
y ={Er

Znati

C, =C, +4/C, .

tako da, na osnovu (4), dobijamo traZenu integralnu povr$inu
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yix® 42t =yt -2t

Zadatak 3. Odrediti povrdine &ije jednaine zadovoljavaju parcijalnu dife-
rencijalou jednacinu .

1

Jz dz
X +y)— +2xy— =
( y)ax yay xz

i prolaze kroz krive x =, y* +z* =a’.

Rjesenje: Posmatrana parcijalna diferencijalna jednatina ekvivalenina je sistemu
diferencijalnih jednacina
dx d dz
= = @

Iz prve jednakosti; nakon sredivanja, dobijamo homogenu diferencijalnu jednacinu
prvog reda ' .
d 1 '
2 ©)

e lix 'y
2y «x

koja se, smjenom 2= u, svodina jednadinu
X

e Atw
x  u(l-u?)
u kojoj su promjenljive razdvojene. Njenom integracijom dobijamo jedan integral
sistema (2):

2
2 U 2

S -y
koji se, nakon povratka na staru funkciju, svodi na
’ 2 32 2
x_z[l——ym] = z—i—Clz,'

2
X X
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I - PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

odnosno

7Y -, | | (4)

S druge strane, iz posljednje jednakosti produZene proporcije
dy _

2xy xz
integracijom dobijamo jo§ jedan integral
z
4
— =C,. ‘ 5)
¥
Opéte rjeSenje parcijalne diferencijalne jednagine (1) bice

y y

Odredimo funkciju f tako da dobivena povrSina prolazi krivom

x=a, z*+y*=a’.

a’ _yz _ at __yz
Y y

odakle zakljuujemo da je f =1. Znadi, traZena povrs je

Dobiéemo

Zadatak 4. Odrediti ono rjedenje jednatine
z(x+z)-a—z—y(y+z)§£ =0 - D
ox dy

koje za x =1 prima oblik z = ‘/;
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RjesSenje: fednagina (1) ekvivalentna je sistemu

e _ __dy _ dz @
Z(x +2) yiy+z) 0

¢iji je jedan integral ofigledno
z =C,
a drugi éemo dobiti pomoéu prvog, uvritavajuéiu prvu jednakost sistema z = C,

dx _ dy
C, (x+C)) y(y+C)

Integracijom ove jednacine dobi¢emo

Ci In(x +C,) = “CLL [lny ~In(y+C,) +1nC'2],

I

odnosno _ _ _
yx+C)=C,(y+C,).

Zamjenom C, = z, dobiemo jo¥ jedan integral sistema (1), nezavisan od prethod-
nog -

y{x +2)
yt+z

=C2

Prema tome, opSte rjefenje sistema (1) mo¥e se napisati u obliku

YD f).

y+z

Odredimo funkciju f tako da tra%ena povr§ina za x =1, primi oblik’z = ,fy.
UvrStavanjem x =1, z = 4y, dobiéemo:

y+4y)
= f(\/_)
vy

FG) =

1.

odakle je
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yx+z)
y+z
dakle

2t =xy.

Zadatak 5.  Odrediti opéti integrai jednadine:
dz oz 2 _ 2
x--r~+ya— = 2xyqfa’ —z° . (1)
y .
Rjesenje: Posmatrana jednagina je ekvivalentna sistemu jednadina
s ——— 3 (2)

&iji je jedan prvi integral 2 = C,.
X

Smjenom y = C,x, dobiemo jednacinu u kojoj se promjenljive mogu razdvojiti:

o d
X 2xCxaa’ -7
Integracijom jednacine
2 xdy = =L | 3)
a’ -7 :

dobicemo

. [z
C,x* = arcsm(——] +C,,
a

odakle, s obzirom da je C, = y/ x, dobijamo jo¥ jedan integral

. [z
2x? = arcsin| £ +C,,
X a

odnosno
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Xy - arcsin{i] =C,.

[+

Opéii integral jednaCine (1) se, prema tome, moZe napisati u obliku

Xy —arcsin® = f[-y-}

a X

odnosno, odavde je _
z = asin[xy—f(}lﬂ .
X

Zadatak 6. - Integrisati parcijalnu diferencijalnu jedna&inu konusne povriine

du du du '
— ety —+z— = 0. 1
xax yay zaz @

Pomocu dobijenog rezultata odrediti onu konusnu povriinu koja prolazi kroz krug
x> +y® =ax, z=1.

Rjefenje: Parcijalna diferencijalna jednagina (1) ekvivalentna je sistemu obi¢nih
diferencijalnih jednatina

D 2)
x y z. 0
Ovaj sistem ima tri sljedeca, nezavisna integrala;
U :Cl’ i = Cz i 2 = C3 s (3)
x X

tako da se njegovo opte rjefenje moZe napisati u obliku

uZ = f [3J @)
¥y X _
Da bismo odredili funkciju f, uvedimo oznaku

=l : (5)
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i uzmimo u obzir ¢injenicu da se traZi konusna povrSina koja prolazi zadanim
krugom: z =1, x* + y* =ax . Tako dobijamo

sy =24l ®)
fr

§to nas, zajedno sa (4), dovodi do traZene funkcije f. Naime, na osnovu (6), (4)
prima oblik

X =

~ | -

1
—L _u = f, 0

o
b4

tako da, koristeéi (4) i (7), dobijamo

X
X
H— =u Z s
y x?
+ af._._..._
z z°
odnosno
axz —x® = yz,
odakle je

y = tafx(az —x).

Zadatak 7.  Odrediti ono rjefenje parcijalne diferencijalne jednacine

dr Oz -
X7 4+ yi— + =0 1
™ y : xy (H

koje prolazi kroz krivw: xy =a’, z=b.

RjeSenje: Da bismo odredili traZeno rjeSenje, posmatrajmo sistem obicnih dife-
rencijalnih jednacina ' '

dx __dy__gl_g

Xz yz Xy
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koji je ekvivalentan polaznoj jedna&ini (1).
Njegovim rje§avanjem dobi¢emo dva prva integrala, i to iz:

1° L
xz yz ’
dobijamo
Inx +InC, =1ny,
odnosno _
t=c; | @
x
5° a _ _dz
Xz Xy
na osnovu (2) je
Cixdx = —zdz,
tako da je
2 2 :
c, X =-L ¢y,
2 2

Odavde kada, saglasno sa (2), C, zamjenimo sa y/x, dobijamo

" |
I
r
|
+
5
N
AR
I

X

2
t].

iy =¢,.

S obzirom da znamo dva nezavisna prva integrala sistema (2), op¥te rjeSenje
z = z(x,y) toga sistema, pa prema tome i jednatine (1), bife:

Z4xy =f [l) .
X
Odredimo funkciju f tako da dobivena povr§ prolazi zadanom krivom. Dobiéemo

: f[z] =a’+ b*, za xy=a’.
X

Prema tome, traZena povrs je

2t +xy =a® +b*.
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. Zadatak 8. Ispitati, da li je ispunjen uslov potpune integrabilnosti za sistem

p=z+yz (EAOC,_;),Z)) |

(1)
g =1+ 2xz (EB(x,y,z)),
pa, zatim, odrediti njegovo tjelenje.
RjeSenje: Posto .
Al +A.B-(B.+B.A)=
=z +Q+yNz* +2xz) = 2z - 2(z+x){(z+yz) =
'—"—z[1+z(1+y)] #0, ‘ (2)

uslov potpune integrabilnosti nije,ispunj.en, tako da pércij alna diferencijalna jedna-
&ina moZe, eventualno, imati konaéno mnogo rjeSenja. Potencijalna rjeSenja su,
prema (2):
z=0 1 z= ——i—‘—.
T+y

Neposrednom provjerom se zakljuCuje da je
1°. z = rjeSenje sistema (1), dok

2° z= L nije rjefenje sistema (1).
1+y

Zadatak 9.  Ispitati integrabilnost sistema diferencijalnih jednacina

aZ 2

@

v (1)
0z b 2z 2

_— = —— + — —ay’.

ay - 2y

RjeSenje: Uslov integrabilnosti

A, +AB~B, -B A= 2ay‘—3ay2 = 0
o y
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je identicki zadovoljen, tako da je sistem (1) rjeSiv.
Integracijom prve jednacine sistema (1) imamo
oz 2

_=ay

z :ayzx +¢(y). . 2)
x

UvrStavanjem ovako dobivenog z, u drugu od jednadina sistema (1), dobi¢emo

' b 2
2axy + ¢'(¥) :m—mz_+2axy+M—-ay2,
- 2y y
ili
do —22— b —ayz
dy y 2y

Ako, tako dobivenu jednatinu, koja je lineama prvog reda u odnosu na ¢, napise-
mo u obliku; '

) L b
yide - 2yZedy = Ey“‘ dy —ady

nalazimo

odakle je
_ b 3 2
¢(y) = ~— —ay” +Cy°.
6y

Uvritavanjem ovako dobivene vrijednosti za ¢, u izraz za z, dobiemo opste
rjeSenje sistema

) +Cy? +ay* (x~y).
6y

Zadatak 10. Rijesiti diferencijalnu jedna(“:inu

(2x” 4 2xy +2x2° +1)dx + dy + 2zdz = 0. (1)
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RjeSenje:  Uslov integrabilnosti

p[o0 o], [er_oP] plep_do]_
Oz Oy dx Oz &y ox
=(2x? +2xy+xz” +1)(0-0) + 1 -(.0—4xz}+22(2-x -0)y=0

je identi¢ki zadovoljen.
Ako pretpostavimo da je

x = const, dakle dx =0,

jednacina (1) ¢e se svesti na

? =-2z, odakieje y + z* =u(x). 2
Z .

Saglasno opstoj teoriji, ako tako dobiveno u uvrstimo u polaznu jednatinu, dobi-
¢emo obi¢nu diferencijalnu jednacinu po x i w:

(2x% +2xu +1)dx + du = 0, (3)

koja je linearna u odnosu na . Njenb rieSenje je
u=e* [C + fer(-2x? —I)dx] = Ce™™ —x.

Ako ovako dobiveno u uvrstimo u (2), imacemo

y+z¢ = Ce™ —x.
Dakle,

(x+y+zz)e": =C.

Zadatak 11. Odrediti projekcije na xOy ravan familije krivih koje su definisa-
ne na elipsoidu

2 2 z : C b
iz_ + 2’_2 + 2_2 =1 I | (1)
a I T
Pfatfovom jednaCinom
¥? 2 %
xdx +ydy_+c[1—-2——z—l] dz =0. (2)
. a
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Riesenje: Data jednatina ne zadovoljava uslove integrabilnosti.

Zbog toga ¢emo iz (1) odrediti z, pa izraCunati dz i uvrstm u jedna&inu (2).

Dobidemo
2 2 \y
z=c|1-2. -2
a’ b?
P4 2 h] d.x d
do = —c|1-f L) (xdx ydy)
a* b? a’ b*
tako da je
2 { xdx ydy
xdx + ydy [az ot =4,
odakle je

Zadatak 12. Ispitati uslov integrabilnosti i naéi integralne tvorevine jednaine

(3% +yz)yds +x’dy + (x+22)y’dz = 0. 1)

RjeSenje: Ovdje je

P=3xy+y’z, Q@=x* R=uxy*+2zy". (2)
Ispitajmo da li je

3y ox o ox oz By
i ako nije, pod kojim uslovima ce vrijediti jednakost (3).
Uslov (3) nas dovodi do jednakosti: '

3w? 4 2yz = 2x,

y' =y @

0 = 2xy + 4yz,
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redom. Prema tome, identi¢ki je zadovoljena samo druga od jednakosti (3). Posto

) 2] (220
0z Oy ox Oz oy ox ).

=y x(x+22)3x+2) £ 0, )

Jjednacina (1) nije integrabilna jednom relacijom. |
Ona ¢e imati kona¢no mnogo rjesenja i to, prema (4):

1° x=0, y=0, z proizvoljno;
o 2 . .
2 X = *E, y =0, z proizvoljno;
2 . 2
3° X =-2z y=_3x +2x _ 3x +2x=3x+‘2, 6.
2z -x
x

x —proizvoljno, y =3x +2, z=-=,

Direktnom provjerom utvrdujemo da 1°1 2° zadovoljavaju jednaéinu (1), dok za 3°
dobijamo

[(3}:2 —%xz —x)(3x+2) —-3x2i| dx £ 0,

tako da 3° nije rjefenje jednaéiné.

Zadatak 13. Ispitati da li je jednaCina

ydx + zdy + xdz = 0 (1)

integrabilna,' pa je zatim, ukoliko je to moguée, rijefiti.

Rjesenje: Za jednatinu (1) ni jedan od dva uslova integrabilnosti nije ispunjen.
Pokugajmo odrediti funkciju u = u(x,y,z), tako daza

Pdx +Qdy + Rdz — du = P,dx + Q,dy + R, dz @)

bude zadovoljen uslov

51
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(10 ) g (8 08, (0 30,
dz 9y ox oz ay ox

Ako u relaciji (3) P, Q,, R, zamjenimo izrazima

P _p_%u leg_.aﬂ R =r-%

ax S N P

poslije provedenog racuna, dobi¢emo jednacinu po u:

a0 _ 3R au+ dR _dP 9_]{.-;- dP _dQ \du
Y ay dx \odx 9z |dy |dy dx

(90 _0R), (& 9P\, (9P _d0
dz dy dx 0dz dy dx

koja u ovom, konkretnom, slucaju glasi:

du  Ou  ou =x+ytz.
dx dy 9z

Jednatina (4) ekvivalentna je sistemu jednafina

Njegova tri nezavisna prva integrala su

J = 0. (3)

] dz 3)

] ,

)

u-——é—(x'+y+z)2 = C, x-y=C,, y~z=0C,,

tako da je opéte rjeSenje jednacine (4):

u = %(x +y+z)) +@(x-y y-2),
gdje je ¢ proizvoljna funkcua
Uzmimo
1
= <(rhy+af = —(x 3 -3 —(y P - [(x—y)+(y—z)]
t.
1
—z-(xy +yz+zx).
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Izrafunajmo, iz lijevog dijela jednaCine, du. Dobi¢emo Pfaffovu formu
yﬁ+n@+nﬁ—du=l{U—ﬂdx+&—ﬂ@H{x—ﬁﬂ}.

Za ovu formu je 1spunjen uslov (3). Lako se provjerava da ona ima integracioni
faktor p = (x ~y)~, jerje

1
———— Hy—z)dx +(z~-x)dy +{(x —y)dz ——d[ }
2(x~y)" { j X =y
Odavde je v={(x-y»* w= %z—"i a forma, koja stoji na lijevoj strani date
x=y

Jednacme dopusta kanonski prikaz oblika

Pde + Qdy + Rdz =du +vdw, tj.

vdx +zdy + xdz = d [ (xy+yz+zx)}+(x y)? a’{ x:|
2x-y

Odavde dobijamo dvije relacije
wy+yz+m = glz-x-y"],
x-»° = ~¢'[E-0G-»T].

Zadatak 14. Data je Pfaffova jednacina
2xzdx + 2yzdy — (x* +y? +z%)dz = 0. (1)
Ispitati da li su ispunjeni uslovi potpune integrabilnosti i ako jesu odrediti onu

integralnu povrsinu koja prolazi tatkom M (1,1,1).

Rjesenje: Za jednadinu (1) je

P=2xz Q=2yz; R=—-(x"+y*+2%), (2)
dakle,
ap =0, §£—2 (?—Q=0, @:2)); 6‘—R:»«ZJC, a—R=—2y,
By oz ax oz ox oy
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tako da je

oP_3Q PR QR )

dy ax 87 8x 8z By

tj. rotF =0, papolje F nije potencijalno.
Kako je, medutim
P(Qz "_Ry) +Q(Rx “Pz) +R(Py _Qx) =
= 2xz-4y + 2yz-(—4x) —(x* +y* +27)0 =0,

ispunjeni su uslovi integrabilnosti, pa postoji integracioni faktor p, za jednatinu
(1), kojeg treba odrediti. MnoZenjem jednaCine (1) sa L, dobicemo jednaCinu

2xzpndx + 2yzudy — (2 +y* +27 ) )pudz = 0,

¢ija Ce lijeva strana biti totalni diferencijal ako je

2,1:28—M = 2yza—p'
Sy Ox
ou _ 2 2 2 al-ll
2xp + 2xz—— == 2xpp —(x7 +y  +27 ) b )
oz : : ox
2yu + 2yz-é?E =—2yu - (x* +y* +z2)@'—l.
' oz oy

Ako postavimo uslov da je p = nu(z), biée

Moo i By,

ox Oy
tako da ée sistem (4) preéiu
2xp + ?.cha—!’L = — 2xQ '
aZ (5)
2yp + 2yza—u = -~ 2ypu. '
Oz

&

Jednadine (5) se, nakon dijeljenja sa 2x, odnosno 2y, svode na istu jednacinu

dp
2u+z= =0,
- H dz
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Odavde je

.Ei....!:.‘: + ZE = .

n z
tj.

ind +2Inz = Ina, (0L = const),
dakle

o
W =—.

4

Prema tome, za ¢ = 1, integracioni faktor jednadine (1) bice p = —12- , tako da, ako
z ,

pomnoZimo (1) sa z ™, dobijamo:

2 2
2xdx + 2ydy _|:1+x +y }dz _o,

z z
ili
22 2, .2
dx"+y) ty )dz—a’z'zo,
z oz
tj.
2 2y _ .2 2
zd(x* +y )z(x +y )dz—dz — 0.
z
Dakle,
2 2
a’[x Yy —z:| =0,
z
tako da je
2,2
X2ty _L-c
z

Iz uslova da integralna povr$ prolazi tatkom M (1,1,1) dobijamo C =1, tako da je
traZzena integralna povr$

P +yr - =z,
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Zadatak 15. Data je parcijalna diferencijalna jednagina prvog reda
z=p*x® —q'y* =0. (1

a) Metodom Lagrange-Charpita naéi potpuni, opti i singularni integral.

b) Cauchyevom metodom karakteristika odrediti ono rjeSenje koje zadovoljava
pocetne uslove

xa :yo :Zn'.

RjeSenje: a) Jedna€ina (1) je ekvivalentna sistemu jednacina

dx d d d, d
= 3’2 = % = P — = 4 — (=du). 2)
—2x'p =2y'q 2z Ap-2xp7) ~Hq-2y¢7)
Da bismo ga rijesili dovoljno je na¢i dva prva integrala:
de  _ dp
227 1-2xp
A 1, 1
dx  x 2x*?
Odavde je I
p = 1 a+llnx'
X 2 i
dakle
@pr—%lnx:a. 3
Sliéno je
1 1
==|b+=Iny].
q y[ : y)
dakle
1
quy——z—lny_=b. {4
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Posto su integrali @ iy u involuciji, tj. posto je [(I), w] = 0, potpuni integral

jednaéine (1) biée odreden tim integralima. Prema tome potpuni integral je

2 2
z :(a+%lnxJ +[b+%lny} . (5)
1, Y 1. Y
z:(a+51nx] +[(D(a)+51nyj .
()]

[a +é—lnxJ + [m(a)+%lny}0)'(a) =0.

Opsti integral je

Singularni integral je dat sa

a+inx=0 b+Lliny=0,
2 3 |

z=0. {(7)
b) Metodom integralnih kombinacija se, iz sistema (2), dobija
pdx +xdp _ _
j224
qdy +ydq _ _
qy

du,

i,

Ezi:—Zdu.
Z

~ Odavde je

—u
px = p.x.e ",

@y = q,y.e ", (8)

1z(3)i(4) je
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1. x
px —px, = —In—,
2 x,
1
9y -4, = —~Ind,
2y,
dakle
x = xoe:’-(Px_P(.’xo)
y =y, el(qy"f;uyu)_
Stoga je iz (8)
x =xoexp(2poxo (e ——1)),
y =y,exp(24,3, (™ 1),
z =z, exp{—2u),

p=r, exp(2paxo (1_6-“)__,”)’ [ ®)

g =q,exp(2q,y,(1-e™)-u),

1.2 2.2
Zo _poxa +qoyo -
Da bismo odredili rjefenje, koje zadovoljava date poCetne uslove, uzimamo

X, =V, y, =v, 2, =V (10)

a a

1 uvrstimo u posljednju od jedna€ina (9). Dobiéemo

2.2 22
vV=v'p, +V qg,,

tako da je
2 : _ 1 :
pa +qo - - (11)
v
Osim toga iz
dz, » dx, +q ay,
dv T v
saglasno sa (10}, dobijamo
P, +4q, = 1. (12)
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Rje¥avanjem sistema (11)— (12) po p, i ¢,, dobifemo

e,

9,

L[H 2-1],
2 v
2 v

tako da ée rieSenje Cauchyevog zadatka biti:

. vexp[v[1+(2v"’l dl)g](e"‘ -1)]

!
vexp(v[l —(2v™! —1)5]((” —1))

ve—Zu

Zadatak 16. Po Cauchyevoj metodi karakteristika odrediti ono rjeSenje jednacine

z—-xq —yp =0, (D

koje zadovoljava poZetne uslove

Rjefenje:

ili

Iz (3") dobijamo

x=l, z=y. : (2)

Jednatina (1) ekvivalenina je sisternu karakteristika

. dz __ dp __ dg = du. (3)
—y¥p —Xxq —q+p —ptq
_ngg.:mmd—l?_-:d—qz—du, (3r)
z r—q q-p
= —du, ft
ze™ 7 (@)
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d(p+q) =0, dakle
p+qg=p, +q,, t.

q4=pP, %9, ~ P> )

tako da je
d,

2p—p[:—qo T
odnosno

In (2p-p, -¢.,)(p, -4,)" = —2u.
Prema tome

p={p.mg)e™ +p, 40} ©)

q =2 {a,-p)e™ +p,4q.) @

Osim toga iz prve i druge jednakosti u (3), dobivamo

2z 2 2
X X, =Y Y,

2 2 2
y = i\/x +y, —Xx, .,

ili

tako da, uvrStavanjem ovako dobivenog y u jednakost 4 —du, dobivamo
y
dx = +du,
x* +y! —x!

odakle se, nakon integracije, nalazi

X+ yxt 4yl —x) = (x, 2y,)et,

odnosno
+y = + Tu
xty =(x,ty,)e" .

Tako je:
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| x=é{('xa+yo)e_” +(x0-ya)e“} ' (8)

y =g e er0e -y e} ®)

Uslov (2) napi§imo u obliku

2

xozl"ya:v?‘zo:v_’ (2‘)
pa odredimo rjeSenje koje zadovoljava ovaj poCetni uslov. Ima¢emo

Z, = PoYo — 4%, =0

dz, —p dx, rq dy,
dv v Cdv

odakle se, u saglasnosti sa (2'), dobija -
vi-pyv-q,=0
2v=gq,.

Odavde dobijamo
p,=2v, g, =v-2.

Ako ovako dobivene p, i ¢, uvrstimo u (6) i (7) dobi¢emo rjeSenje Cauchyevog
zadatka '

1 L 1 v A
X wE{(1+v)e +{1-v)e }, —E{(v +2e + 3v 2},
— 1 - _ u _ 1 2y -
—5{(1+v)e {1-v)e }, q —-i-{(v +2)e 3v 2},
koje zadovoljava pocetne uslove (2).
* Zadatak 17. Odrediti krive L od kojih je.svaka u svakoj svojoj tafki M nor-

malna na povr$inu § familije povr¥ina datih jednacinom

ax® + by’ = Cz, (1)
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kojaprolazikroz M, gdjesu a 1 b fiksne konstante, a C proizvoljna konstanta.

Rjesenje: Napigimo jednatinu (1) u obliku

ax? +by2 _

F(x,yz) = C. 7 1"

Diferencijalna jednadina traZene familije krivih je ekvivalentna sistemu:

de _ dy _ dz .(.2)
2ax  2by ax’ +by’ '
z z 72
Odavde se lako dobijaju 2 prva integrala. Jedan od njih integracijom jednadine
& _dy
ax by ’
odakle je ‘ ‘ .
bln|x|=aln|y| - Ina,
tako da je
o[ = ax|*- | '_ 3)
Osim toga _
xdx +ydy +2zdz _ xdx +ydy +2zdz
2 (axt +hy?) - Zax® +by?) 0
dakle
d(x*+y* +22%) =0,
paje |
x? +y* +2z* = B. _ 4

Prema tome, tra¥ena familija krivih je data sa

a

Cxtayt 422t = (p(ly

x|“").
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- Zadatak 18. Neka je M tatka povriine S, N presjek normale, povuéene na povr-
§inu S utacki M, saravni xOy i P projekcija tatke M naravan xOy.

a) Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednaginu povriine S ako je, za svaku talku M
povriine S, ispurjen uslov

ON = NP. )
b) Naéi opste rjefenje dobivene jednagine.
¢) Odrediti onu povrsinu S koja prolazi kroz krivu:

. r~1
X =cost, y=sint, z= - ()

Rjesenje: a) Jednafina normale na povr3
S z=z(xy),
utacki M(x, y, z) je odredena sa

X-x Y-y Z-z
p q -l

tako da ¢e koordinate tatke N, u kojoj ona probada xOy ravan, bit
(x + pz, y+gz 0). Osim toga tatka P, kao projekcija tatke M na xOy ravan, ima
koordinate (x, y, 0). ' '

S obzirom da je .

NP  =(p*+q")z* i ON =(x+pn)? +(y+qz)’,
na osnovu (1), dolazimo do parcijalne diferencijalne jedna&ine:

(p* +q*)2* =(x+p2)* +(y+q2)°
koja se, nakon sredivanja, svodi na

2zpx +2zqy =—(x* +y*). 2)

b) Jedna&ina (2) je ekvivalentna sistemu karakteristika

= o= 2 - 3)
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ili

@ .dl _ 2zdz
x oy HxT+yh)
Iz
= _ 4
X y ’
dobijamo
Z = O, (4)
x
dok je, na osnovu
xdx +ydy +2zdz  _ dx
0 x
d(x*+y*+22*) =0,
tj.
x*+y*+22° =0, (5)

Posto su prvi integrali (4) i (5) nezavisni, op§te rjeSenje jednaine (2) bice

x* +yt +22° :(p(%}. | ©)

¢) Dabismo odredili povr¥inu koja prolazi krivom (x) uvrsti¢emo u (6)

. t—1
x =cost, y=sin{, z = -

To ée nas dovesti do funkcije @:
_ Q(gt) =¢t,
odnosno, ako uvedemo smjenu 1g¢ = u , bice
o (u) =arctgu.

Dakle, imamo

(p(}i] = arctg-y-,

X
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tako da je, u saglasnosti sa (6), traZena povrs

arf:tgZ =x*+y*+27,

X

odnosno

y =xtg(x® +y* +22%).

Zadatak 19. Jednatinom
(X-x)* +(Y )’ + 2" = 7", (1)

gdje su X, Y, Z tekuée koordinate, x, y dva parametrai z = z(x,y) neka funkcija
parametara x iy, odredena je jedna familija lopti koja zavisi od tih dvaju parametara.

a) Nadi uslov u obliku parcijalne diferencijalne jednadine koju mora zadovoljavati
nepoznata funkcija z = z(x,y) da bi konusna povriina

Z* =X' +Y? ' - (2)
bila obvojnica familije (1).
b) Naéi svarje¥enja z = z(x,y) dobivene parcijalne diferencijalne jednadine.

¢) Dokazati da familija lopti (1) ima za obvojnicu konusnu povr§inu (2) samo u
slutaju kada je z(x, y) singulami integral navedene parcijalne diferencijaine jedna-
Eine. '

d) Rezultat pod ¢) potvrditi elementamim geometrijskim razmatranjem.
Rjesenje: a) Diferenciranjem jednatine (1) po x, odnosno po y, dobifemo:
X-x=pz, Y-y=gz. 3)
UvrStavanjem (3) u (1), dobi¢emo
Z' = (-p' -q")7". | 3"

Da bi konusna povriina (2) bila obvojnica familije lopti (1) potrebno je da X,Y,Z
zadovoljavaju jednadinu (2), tj. da je ispunjen uslov:

22 (1-p® —g*) = (x-2p)* +(y—2q)°,

koji se moZe napisati u obliku
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x4+ y = 2xzp — 2yzg + 228 pt + 22%g% ~ 27 =0

b) Uvodeti nove promjenljive &, n, ¢, stavljajuci

E=x* n=y', gc=6Em,
jednadina (4) se svodina

EQ-2p, +2P12) +n(l-2q, +2412) -¢ =0,

. _dg _dg
gdjeje.pl “ % q, "
Odgovarajuéi sistem diferencijalnih jednacina glasi
& - dn - _ dg _ _
_26Q2p, -1} 2m(2q,-1)  2p,E(2p, ~1)+2q,n(2q, -1)
_ dp, - dq, .
Cp, -D(p -1y (29, -D(g, -1
Izdvojimo jednadine ‘ 7
& _ 2dp  dn_ 2dq,

E.n P - 1 ’ n ’ q, -1 ‘.
Iz njih dobijamo dvije relacije

®=Ep - =a’, W=n(g-D)=p.

G

&)

Lako se moZe vidjeti da su ova dva integrala u involuciji, tj. da je [CD, ‘I’] =0.

QOdavde je:

P, =1+g—~, q, =1+—&—.
& In
Uvrstavanjem (6) u (5), dobid¢emo
2 2
S -_—§[1+2i + 2“—] + n(1+2£'+QB—J,
& o)
tj. .
¢ = & #2048 + 207 + 1+ 2B + 287

a6

(6)
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Vracanjem na promjenljive x, y, z, dobija se potpuni integral jednacine (4):
22 =(x+o) +(y+P)’ + o’ +p. (N
Singularni integral se dobija, eliminacijom o 1P, iz jednadina .

O=x+a+da, O=y+p+p

i (7), tj. uvritavanjem o = —% ip= —% u (7). Tako dobijamo
2 2 ’
2 X" +y -
A
5 )
Opsti integral je
2t = (x+a)? + [y+cp(oc)]2 +0% + @’ (a) -

0 = (x+20) + [y+20()] 9'(@).

c) Iz
(X-x + ¥~y +Z° = (x+a) + (y+P)* +a? +p*,
x-X=x+0d, y~-Y=y+B,

vidi se da je nemoguce izvrSiti eliminaciju parametara x i y, pa prema tome potpu-
ni integral ne moZe dati (2) kao obvojnicu familije lopti date sa (1).

Iz

(X=x)+ (T —yp+ 2= (e+0)* + [yro)] + a+ ¢*(0) ,

(x+20) + [y+20(0)]o @) = 0,
x-X=x+0 y-¥Y=y+o),

se vidi da se, ni pomocu opiteg integrala (7”), ne moZe dobiti (2) kao obvojnica
familije lopti date sa (1).

Na kraju iz jednagina

2
(X-x) +(¥-y)* +2° = %2’_

x y
cx X = - -Y ==,
7 2

slijedi x = 2X, y = 2¥, §to uvritavanjem u prvu od ove tri jednatine daje upravo
jednatinu konusne povriine (2). - .
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d) Posto lopta radijusa z
(X—x) +(¥ -y +2* = 2°,

ima centaru tacki A (x, y, 0) i dodiruje konusnu povsSinu (2) u taCki B,to je OB = E,
jer je trougao ABO pravougli ravnokraki, te je

—3  ——1 —=2
OA = 0B + BA .
xt ~|—y2 =2z%;

odnosno

I~
/

¥

Y A(xy.0)

(sl. 2)'

Z.adatak 20. Normalau tadki M povr¥ine S sjee ravan xOz u tacki N, tako da je
ON = MN. ' .

a) Nadi parcijalnu diferencijalnu jednatinu povrine S.
b) Rjesiti dobivenu parcijalnu diferencijalnu jednacinu.
¢) Odrediti onu povr$inu S koja prolazi kroz krug P +yt=1, z=1.
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Rjesenje: a) Nekaje M(x,y,z). Tada je jednafinanormale u talki M (x, y; z)
data sa

Stavljajuéi ¥ =0, dobijase: X =x _£ y, Z=z+ 1 y . Prema tome, tada je

N[x - Ey, 0, z+ -l—y] , paje prema uslovu zadatka
q

q
2 1 CN2 2 2
x=Pyl 4lzemy| =2 y2+y2+y—2.
q q q q
Odavde se sredivanjem dolazi do parcijalne diferencijalne jednaéine povrSine S:

2xyp +q(y* —x* —z") = 2yz. )

b) Jednacini (1) odgovara sistem obiénih diferencijélnih jednacina

&by )

~ koji je ekvivalentan sisternu

dx - d(y* +x* +z%) _ dz _ 29
x ¥ +x? +2 z

¢ija su dva integrala

2 2 2
+ .
y_-i-_x__iza 1 .E. :B_} (3)
X X

ofigledno nezavisna. Qdatle je opsti integral jednacine (1), pa prema tome i op3ti
oblik povrSine S
2 2 2
y +x" +:z z
—————— = — 1, X ! (4
Y £

gdje je f proizvoljna funkcija.
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¢) Stavljajuéiu(4) x*+y? =1, z=1, dobijase

1 2
x X
tako da jednatina povrSine koja prolazi kroz krug x* +y*? =1, z =1, glasi
xt +y* + 7% = 2z,

Zadatak 21. Odrediti parcijalnu diferencijainu jednadinu povrii &ije normale
sijeku kruZnicu datu jednafinama

x = Rcost, y=Rsin;, z=0, (1)

gdje je R konstanta, a ¢ parametar. )
Qdrediti potpuni i opsti integral dobivene parcijalne diferencijalne jednacine.

RjeSenje: Jedna&ina normale u tacki M(x, y, z) traZene povri irna oblik

X—x Y-y Z-z

P . q -1

k

gdje su X,Y,Z tekuée koordinate tacke na toj normali. Po§to normala r treba da
sje€e traZenu kruZnicu, to ¢e biti

Rcost—x _ Rsint—y _ .
- - »

p q
dakle
Rcost =x +zp ' )
Rsint =y + zq,

pa, prema tome, imamo

(x +pzy’ + (y+q2)* = R™.
Uvedimo novu funkciju # smjenom

o= xt+y 4zt

- Imacemo
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2— = 2(x +zp)
ox
224 = 2(y+2g),
dy
dakle, prema (2)
o = Rcoso,
ox
-E-)E = Rsina,
dy
gdje Je ¢ proizvoljna konstanta.
Prema tome
du = Rcoso dx + Rsino dy,
mnadi

u=R(xcosaow + ysinat) + P, (B = const).

Povratkom na staru funkciju i promjenljive dobijamo
x? +y* +2° = 2R(xcosa +ysina) + 2B, .
(x —Rcosat)® +(y—Rsina)’ +z* =R* +2B.

Potpuni integral (3) predstavija familiju lopti s centrom u tacki
(Rcosa, Rsino, 0) radijusa /R* +2f .

Opsti integral glasi

(x —Rcosa)® +(y~Rsino)? +z2 - R? + 2o(a) =0
R(x —Rcoso)sine — R(y —Rsincot)cosa, + @' () =0.

3

}

Zadatak 22. Odrediti parcijalnu diferencijalnu jednaginu povriina &ije tangen-
cionalne ravni imaju osobinu da je trougao OAB ravnokrak, gdje je O koordinami
potetak, A tatka u kojoj tangencionalna ravan sjete osu Oz, B tatka u kojoj prava
AM, koja prolazi tatkom A i tatkom dodira M tangencionalne ravni sa odgova-

rajuom povrsinom, probada ravan xQOy.
Odrediti onu integralnu povféinu koja prolazi kroz krivu
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y=1 z=x"_ "

Pokazati da se stvamo dobiju dvije razlifite parcijaine diferencijalne jednacine.
Posmatrati svaku od njih edvojeno !

Rjesenje:

<y

_(sI. 3)

Napisimo, jednadinu tangencionalne ravni:
(X-x)p+(Y-y)q=2-1
jednaéinu prave AM:
(X-x)p+{¥Y-yq +2=0,

i jednacinu prave OB:

Rjesavanjem posljednjih dviju jednagina dobijaju se kooridnatne take B:
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B[(px rqy=2)  (pxrey=n 0),
px+qy px+qy.

dokje A(0, 0, z—px —gy).
Iz uslova OA = OB dobijamo:

- _ 1,2 2
pmpr—qy = + |GTPXT@) (X HYT)
(px +qy)*

Prema tome, parcijalna diferencijalna jednacina povrsi s navedenom osobinom je
(z—px—qn)’* [(px+qy)’ ~(x* +3)] = 0. (1)
Ona se raspada na dvije jednadine:
z—-px—qy=0 i {1

(px+qy)* —(x* +y*)=0. 1
1° Jednatina (1) ima opéte rjeSenje

7 = x(p(yx‘l). : 2)

QOdredimo povr§ koja prolazi krivom: y =1 z = x*. Podto je
xt = x0 (x “) ,

. 1 Do
ako uvedemo smjenu t = —, dobi¢emo
X

tako da je

dakle, .
x* —yz =0, (29
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Opéte rjesenje (2) u ovom slucaju predstavl_]a jednacinu konusnih povriina s tjeme-
nom u tacki O.

2° Jednacina (1”) se moZe napisati u obliku

px +qy = tqfx* +y°

i ekvivalentna je sistemu diferencijalnih jednagina

A _dy _ dr | (3)
x ¥y + fxz +y2
s jednim prvim integralom
L =q. )
X
Poito je iz (3)
| d(x*+y*) _ tdz
2()62 +y2) x2 +y2"“a
tj.
LICHRD i R
24/x% +y?

Jo3 jedan prvi integral je S ‘ :
7 = i\/xz +y* + B, (5)

S obzirom da su prvi integrali (4) i (5) jednacine (1”) nezavisni, njeno opste rjeSenje

bice:
z = tafx? +y? -i-f(yx'l). (6)

Da bismo odrechh integralnu povr¥inu koja prolazi datom krivom uvrstimo u (6)
y =1, z=x%.Dobiemo

=T (),

odnosno
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f(x“) = x> Fl+x?,

odakle je
f©) =t FAl+t.

Zamijenjujuéi ¢ sa yx™' iuzimajuéi u obzir da je, prema (6),

f(yx") =z F 4Jx? +y?, dobicemo
zF x4yt = (xy_l)2 F 1I1+(.7cy‘1)2 ,

oy

y

dakle

Zadatak 23. Sastaviti parcijalnu diferencijalnu jednadinu povr¥ine koju opisuje
prava linija koja se krece tako da presjeca datu pravu pod datim uglom. Integrisati
tako dobivenu jednacinu.

Rjesenje: Nekaje M (x, y, z)bilo kojatatkana fraienoj povrsini z =z (x, y).

p

6 \

/ ; ;,(0,0,Za)

—

M(x,y,z)

(sl. 4)
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Rjesenje: Za datu pravu liniju uzecemo Oz - osu.

Pretpostavimo da prava linija p opisujé traZzenu povrsinu. Jednacina prave p je

(p)

Tangencionalna ravan, postavljena na traZenu povrSinu u tatki M , sadrZavace

pravu p. Njena jednadina glasi:

zZ—Z, = px + gy,

gdje je
SR
dx M, dy ",
Iz (p) izlazi
cosd = L,
a odavde slijedi | |
1226 = kzj’?;l2
Uvedimo oznaku
tgd = a.
iz (p) imamo
| 2y (E-z,)
k* I* m*

odnosno, prema osobini produZene proporcije:

xz+y2 - (2—20)2 .
k* 41 m:
K+ Py

m? (z-2,)" '

S obzirom na (%} i (%) iz (1) dobivamo

76

(©)

(*)

()

(D



I - PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

odnosno

z—2z :lx+y2. (2)
a
1z relacija (¢) i (2) izlazi

1
ap+yq = ;\/xz +y* . (3)

(3) je tra¥ena parcijalna diferencijalna jednatina koju treba rjediti. Njoj odgovara-
juéi sistem obi¢nih diferencijalnih jednagina glasi:

dx _dy _  adz

& oo 48 @
x y yxT+y?
Odavde je
& _ 4
x y |
znaci
Iny=Inx +InC,, t. y=C,x,
odnosno
Yo 5)
X
Dalje, iz
adz _ dx
xt+y? x

pomoéu (5), dobijamo
adz E’_x_

Jx? +Clx? x

odakle, nakon razdvajanja promjenljivih, imamo

@ =1 1+C] dx.
a
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Integracijom odavde dobivamo

2 = l\jl +Cl x +C,.
[#]

Posto je prema (5) C, =

[

, toje

z = 11/362 +y* + C,.
a
Dakle, opite rjeSenje sistema (4) ima oblik

Z:Cl
X

z - ldx’ +yr =C,,
a
pa je opite rjeSenje parcijalne diferencijalne jednacine (3) dato sa

z —ldxz +y' = w(yx"),
a

odnosno

z = »1—»1f;c2 +y' o+ \y(yx_'l),
a

gdje je y proizvoljna diferencijabilna funkcija.

Zadatak 24. PokaZi da jednacina

px—ay+q(y—-b) =z~-c (1)

predstavlja familiju konusa koji prolaze fiksnom tatkom (a, b, ¢). Potrazi ono rje-
Senje parcijalne diferencijalne jednacine koje, u ravni xOy, prolazi krugom

xt syt =1. (2)

RjeSenje: Odgovarajudi sistem obi¢nih diferencijalnih jednagina glasi:

dxzdyzdz_ 3)

X -a y-b Z—C

Opéte rjeSenje sistema (3) ima oblik:
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= Cl i = Cz 3 (4)
tako da je opSte rjeSenje parcijalne diferencijalne jedna¢ine (3) dato sa:
Xx—a -b

= [y ] . )
Z—c Z—C
Ono stvamo predstavlja familiju konusa koji prolaze tatkom (a, b,¢).
No, tada se, ako se u jednalinu (5) uvrsti: z =0 i x = £4/1-y?, dobija:

- +41-y?
(i)
¢ c
. b—y "
Stavimo u = . Tadaéebiti y=56 —cu.
c ‘ )
Ako u wvrstimo u lijevu i y (izraZen preko u) u desnu stranu jednakosti (6),
dobicemo _ :
+ 1 —(b —cu)®
® () = a (b—cu) ,
' c
odnosno

tako da, saglasno sa (5), dobijamo

(az —cx)® +(bz-cy)’ = (z-c) .

- Zadatak 25. Data je parcijalna diferencijalna jedna&ina
22 (2+p* +q?) = xP +y +2z{(xp +yq). (1

QOdrediti potpuni integral jednafine (1), a zatim pomo¢u njega odrediti singularni i
op#ii integral jednacine (1). .
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RjesSenje: Napitimo jednatinu (1) u obliku

1 ,
4[—2-22 ) +(zp)* +(29)* — x* —y* = 2[x(zp) +y(zq)] = 0. €9)
Poslije smjene
1
21252’ = 4 = 2q, 2
jednatina (1) se svodi na:
4z, +pl +qi —x*~y* —2(ap, +yq,) = 0. (3)

Ovoj jednadini odgovara sistem diferencijalnih jednalina karakteristika

dx __dy _ dz, . _ —dp, _ __—dq, L 4')
2p —x) 2q -y 2(pf —aptal —yay) 2pimx) 2(q )
Njegova dva prva integrala su o&igledno '

Fo=y+q, =C,, F,=2x+p =C,, (5)

koja su u involuciji. Zaista

OF, OF,  OF OF, OF 9, 3K OF, _

[FI’FZ] = )
p, 0x  dg, 9y dx dp, a}"‘ dq,

Stoga se potpuni ihtegral jednadine (3) dobija eliminacijom parcijalnib izvoda iz
jednacina (3) i (5):

Az, +CE +C2 ~4(C,x+C,y) +2(x> +y?) =0,  (6)
dok ée potpuni integral polazne jednacCine biti

22 +CE4+CE —4(Cox+Cyy) +2(x* +y*) = 0. (7
Diferenciranje jednaéine (Mpo C,iC,daje: C, =2y 1 C, = 2x.
Uno¥enje ovih vrijednosti u jednadinu (7), prevodi ovu u singularni integral

= x*+y*. |

| Opéti integral date parcijaine diferencijalne jednagine (1) glasi
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22 +C* + fH(C) = 4(Cx + f(C)y) +2(x* +y*) =0
C + f(OI(C) —2x = 2f(C)y = 0.

Zadatak 26. Rjesiti parcijalnu diferencijalnu jednaginu

2 2
Yy _ 2
+ s = .

q

”GN|><

RjeSenje: Jednatina (1) se moZe napisati u obliku
2 2
x + 7 : 1 ’

(p2)*  (2q2)° 4

1§

§to nas navodi da uvedemo novu funkciju
2
7z, =z, p =2pz q, =2qz.

Ona ¢ée jedna&inu (1") svesti na jednacinu

2 2
2

q:

P

bl =)

‘UIH

Ovoj jednaéini odgovara sistem obiénih diferencijalnih jednalina:

de  _ dy _ dz, _ dp,  _ dg,
2 P 2 2 )
_2x3 _2)’3 ol XLy *2% _23’;
Py q, Plz qf P q,
Odavde je:
dx _ dp,
2x x
—— 2=
P P
dakle
& _
x k]
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tako da je

Ako u (2) uvrstimo —— = C,, dobiéemo
P

2y
g4, = ——F——.
#1-4CF
Sada éemo imati

dz, = pdx +q,dy = dx iidy =

X
o 1/1—4012
z 2
=d| X+ 2 +C, t.
{ZC; J1-4c? 2}

Dakle, potpuni iﬁtegral jednadine (2) je

z, = t Y + C,,

26, J1-ac?

pa Ce, potpuni integral jednagine (1), biti

2 2
22=x+ Y

20, \i-ac?

+C, .

Zadatak 27. Data je parcijalna diferencijalna jednagina

3 2 '
o
X y z

i) Nafinjen potpuni i opiti integral.

ii) Odrediti njen Cauchyev integral koji se za, y = 0, svodi na

z=x-1.
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Rjesenje: i) 1z (1) se dobija

250\ (229

SRGE
x ¥y

Z =22s P, =zzps q, = 22q,,

tako da e smiena

jednatinu (1) prevesti u

bl 2 ‘ o
Pl]+(ﬁq = 8. )
x y
Ako u (2) uvrstimo

P = 2Cx, )

£24/2-C} y,

dobiéemo

q,

tako da éemo imati
dz, = p,dx + g,dy = 2C,xdx £ 2y,J2-Cl dy.
Odavde je

z, = C,x* £4/2-Cly* + C,.

Prema tome, potpuni integral jednacine (1) je

2t =Cx’ +.2-C2 y* +C,, 4

anjen opiti integral je

22 = Cx? £42-C* y? +f(C)
) 5
0 =x2F -2 . frC), - ®

v2-C?

gdje je f proizvoljna funkcija.
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i) Ako se, u potpuni integral (4), uvrsti
y=0 z=x-1,

dobiée se
(x-1)* = C,x* + C,.

Diferenciranjem po x odavde se nalazi

x—-1=Cx,
tako da je
e ©
1
dakle,
C, =~ - Cx* =
= (C,x)* - C,x* =
= -Cix -4 .
C, -1

Prema tome, traZzeni Cauchyev integral u parametarskom obliku je

7 = Cx? £y’ y2-Cl + <

C, ~1 -
0 = xz * Clyz . - 1 ,‘ ’
J2-cz (€ 1)
Zadatak 28. Data je parcijalna diferencijalna jedna€ina
pg =z'xy (1

u kojoj je n cio broj.
i} Nacinjen potpuni i op§ti integral.

ii) Ispitad za koje vrijednosti n dobijeni potpuni integral predstavlja poviSinu
“drugog reda. '
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iii) Zaslu€aj r = 0, nadi Cauchyev integral koji prolazi kroz krivu

x =1, z=41+y" .

Rjesenje: i) Posto se jednatina (1) moZe napisati u obliku

smjena
-2
_ 2 z ?, n#2
=93 2-n
log z, n=2,
dx b Oy o )

ée je prevesti u parcijalnu diferencijainu jednaginu

P, = xy. : (2)

Ovo je jednatina koja razdvaja promjenljive, tako da se dobija

PAa.c=2,
x q,
paje
du = Cxdx + la'y,
C
dakle,
2
u = Exz 4 y_ -+ Cl .
2 2C

Stoga je potpuni integral parcijalne diferencijalne jednagine (1)

n

2 =t Cc o, 1 4
z = —Xx" 4+ —y +C n+2), 3
7 3 2Cy ¢ ( ) 3
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odnosno

Cpr !
2

logz =

Opéti integral date parcijalne diferencijalne jednacine je za

n#x2:
2 l'i;' C 2 1 2
= =z = Zx +—y" + f(C
- 5 2’ FC)
0 = 2x* =y + f1(C),
2 2C*t
n=2
C 1
logz = —x* + —y*> + f(C
g > vl F(C)
1 2 1 2 r
0 = —-x* - + f(C),
2 T et F1)

gdje je f proizvoljna funkcija.

2 4+ i i n=2).
=) o (n=2)

(3%

4

49

ii) Iz potpunog integrala (4), odnosno (4 ", selvidi da ¢e on predstavljati povr§

dmgog reda ako i samo ako je

Uvritavajuéi u posljednju jednakost x =1, z =41 +y*, dobiéemo

2

Jl+y® = %+-¥-—-+C,,

2C

odakle se nakon diferenciranja po y, dobija
Y -

3
Jt+yr €

86
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1z(5") dobijamo y* = C? —1, takodanas uvrStavanje te vrijednosti u (5), dovodi do

Za ovako odredenu funkciju f(C) = % , Opiti integral postaje:

P4
27=Cx? + 24+ L
\ ©
0 = 1 y +1
= o
1z druge od jednacina (6) dobijamo
2
+1
c=¥ 1
UvrStavanjem ovako dobivenog C u prvu od jednagina (6), dobiéemo
z = x1/ y2 +1,
Sto predstavlja traZeni Cauchyev integral.
Zadatak 29, Data je parcijalna diferencijalna jednatina prvog reda -
_zz -pg = 0. (1)

a} Cauchyevom metodom karakteristika odrediti ono rjeSenje koje zadovoljava
pocetne uslove: x, =1 =z =y,

b) Metodom Lagrange-Charpita odrediti njen potpuni i opsti integral.
Rjesenje: a) Jednadina (1) je ekvivalentna sistemu karakteristika

Odavde imamo

fzi=—2du, dp:—?.zdu, d_—q=—2zdu, dx = —qdu, dy = - pdu,
q

z 3
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dakle
z, ]
z = ,
2uz, +1
_ _ P
P 2uz, +1
=_9 S
1 2uz, +1
x = = Ao 1n(uz, +1) +x,,
2z,
- _Poyy
y = T (2uz, +1) +y,.

3

Da bismo odredili partikulamo tjeSenje koje zadovoljava date poletne uslove,

uvrstimou (3): x, =1, y, =v, z, = v?. Dobiéemo najprije, iz

a

z, -p,q, =0 i
dz, dx, dy,
o + qo ?
dv dv dv
,
v
= 2v, . = —>
q, P 3

tako da ¢e rjefenje biti
|

x =1-v" In(2uv? +1)

y = v -2 In(uv? +1) -
4 o
v2
z = —
2uv? +1
b) Polazeéiod
a _ d4q
P q
‘dobijamo
p =aq.
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Prema tome,
z
g = —> P = Z\/;»
Ja
dakle
1
dz =z «/de+——dy],
[ Ja
1.

Inz = x\/c; +L +'1nb,

iz

tako da je potpuni integral jednafine (1)

= bexp ((ax +y/ JE) ,

gdjesu a 1 b proizvoljne konstante.
Opéti integral jednagine (1) bice: .

z = o(a)exp ((ax +/ \@
exp ((ax +y)/a) [w ()

Zadatak 30. Data je parcijalna diferencijalna jednatina

2_p2x2_~q2y2 :0.. (1)
a) Metodom Lagrange-Charpita odrediti potpuni i op8ti integral.

b) Cauchyevom metodom karakteristika odrediti partikularno rjesenje koje zado-
voljava poletne uslove

z=x%, y=x". )

RjeSenje: a) JednaCinu (1) napiSimo u obliku
2 2
(£ +(e] -
z \ z
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Ako uvedemo novu funkciju _
Z=Inz ili z=e?,

1 stavimo

Q)

Z

p =2
ax

My
-
1]

(=B}
SIS

1l
LN e

ona ¢e jednatinu (1') prevesti u

Pix? + Q*y* =1 =0,

Neka je
_ Px =cosa i Qy = sina, -
tada ée biti
qz = 989 . smoc_a,y,
x ¥
dakle,

Z = cosolnx +sinolny +1nf,
pa prema tome '

cosa _, sing
Z = Bx y »

Sto predstavlja potpuni integral jednacine (1).
Opéti integral date jednatine biée odreden sa

;= w(a)xcosctysinix . }
@(a) + (cosalny — sinalnx)o(@) = 0.

b) Jednatina (3) ekvivalentna je sistemu karakteristika

2Px* 20y 2 2xP? 2y0°
Odavde je:
LA R R Y
x P ¥ 0
dakle

InPx=nPyx,, InQy=InQ,y,, Z=2, +2u,
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tako da je
Px = POxO’ Qy = Qoyo’ Z= eza+2u = dezu_~ (6')

Osim toga, u saglasnosti sa (6"} , dobija se

& 2Px . du i @ 2Q .y, du,
X ¥y
odakle je
x = xRy =y et ©"

Na osnovu {(6”) éemo imati

P = Pe*zpﬁu“ i 0= Que—ZQH)’aH ,

o

dakle,
p =Pz =Pz explu(l-p,x,z*
. [ ( )] (6"!‘)
g =0z = Qz,em|u(1-q,3.7 )]
Da bismo odredili rjeSenje koje zadovoljava date poCetne uslove
x,=v, y, =vi,z, =v,
podi ¢emo od jednakosti
Z, —PyX, —4q,¥s =0 \ ™
iz koje dobijamo
%, =p &4'4 22 t
dv “dv T dv T
v = p, +2vq,, p,=2v(l—-gq,).
Ako ovako dobiveno p, uvrstimo u (7), dobi¢emo
4v2x§ + \/4v2xj (zz —'yj)+yjz:
qo = 2 2 2
4v x. +y, ®
g2 TG Y ey

4vix? +y?

Uzﬁnajuéi u obzir da je
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dobitemo

gdjesu p, 1 q, datisa (8).

Zadatak 31. Po metodi Lagrange-Charpita rjefi jednadinu

xp+yg —e’pg = 0. (1)

Odredi njen potpuni, opiti i singularni integral (ako ovaj postoji).

RjeSenje: Jednafina (1) ekvivalenta je sistemu diferencijalnih jedna&ina
dre . dy dz dp dq

x~e'q y-e'p wiyg-lepq ~p-e'p'e) ~q —e"pg’)’ @
koji, koridtenjem (1) prelazi u
dxm _ a’y_ __dz dp _ dq @
x—e'q y—e'p —e‘pg -p(l-e’pq) —q(l-e’pq)
Iz posljednje jednakosti v (2"} dobijamo
p=aq. . | 3)

Ako p zamijenimo sa a ¢ u (1), dobidemo
(ax+y—age®)q = 0.

Odavde dobijamo:
1 q =0, pajei p=aq =0, dakle
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dz=pdx +qdy=0,

tako da je jedno rjeSenje z = const.
20 . qzax+y, p:ax+y,
ae’ e’

dakle,

dr = XY g + B gy

e’ ae’

odnosno

ae’dz = (ax +y)(adx +dy),
ti.

2ae’dz = 2(ax+y) d(ax +y),
odakle integracijom dobijamo

2ae® = (ax+y)* +b.
Prema tome, potpuhi integral jednacine (1} je

z = 1n—21; [(ax+y)2 +b].

Singularni integral, ako postoji, bice odreden sistemom jednacina

z = In [(ax+y)2 +b]—1n2a,
x(@ty) L _ |
(ax +y)' +b a ’

S Y

(ax +y)’ +b

)

(5)

Posto posljednja jednadina sistema (3) nije moguca, zaklju¢ujemo da singularno

rjesenje ne postoji.
Opste rjesenje jednacine (1) je
z =In [(ax +y)’? +(D(a)] —~Ina -2

2x(ax +y)+wia) 1
(ax +y) +ola) a

= 0.
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Zadatak 32. Svesti jednacinu

2 2 2
82_2ytgx62 , 0%z 3x§£-—~0 )
x? OxPy ay* Bx

rglx

na kanonski oblik.

RjeSenje:  Jednagina (1) je parabolitkog tipa jer je za

A=tg’x, B=—-ytgx, C = y?,
B —~AC = 0.
Parabolitka jednacina ima jednu familiju karakteristika A(x,y) = C, pri Zem je

k(x,y) rje¥enje jednaline

A2t O g2 Oy OB g BN O
ox Sy Ox 8y

RjeSenje jednatine (2) dobija se rjesavanjem jednadine

dx dy

e = —ytgx (tgx £ 0).
Odavde je

Insinx +Iny = InC,
tj. )

ysinx = C.
Uzmimo

u(x,y) = ysinx, v(xy) =y,

pri emu je funkceija v(x,y) izabrana proizvoljno, ali tako da

Dlwv) _
D(xy)

ycosx sinx

= ycosx # 0,
0 1 Y '

§ro Ce biti ispunjenoza y= 0 i x # Gk+b)m .

Pomocu transformacije
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u=ysinx, v=y

data jednacina (1) se svodi na kanonski oblik

u svakoj oblasti u kojojje y # 0 i x # (Zk+Dm

Zadatak 33. Datu parcijalnu diferencijalnu jedna&inu svesti na kanonski oblik

9%z dz oz
ol x v yIE =0, 1
y 5 X yay ‘ 6y

0%z 9’z
2

92z 92 %
¥ ox? xyaxay

Rjesenje: Jednadina (1) je paraboliZka jer je: -

2

A=x? B=-—xy‘ C=y" i

B* - AC =x*y* —x’y* =0.

-Parabolitka jednatina ima jednu familiju karakteristika koju ¢emo traZiti kao
rjeSenje jednadine

Ady — Bdx = 0,
tj.

x*dy + xydx =0,
odakle dobijamo,

Iny+Inx = InC.
Dakle,

xy = C.

Uzimajuéi # =xy, v =y, dobi¢emo:
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&

ox du”’

8’z _ 9’z ,

ox ot

8*z _ oz N azzxy N 8%z y
oxdy  Bu  ou Budv™
4 oz 4 Bz

—= —x +

oy B v

B8z 8%z , 8%z 9%z

= + 2x + ;

By’ ou’ Budv v

Uvr§tavanjem ovako dobivenih parcijalnih izvoda n polaznu jednadinu, dobi¢emo
kanonski oblik jednaine (1}:

8%z Oz
v + - = 0.
v:  ov

Zadatak 34. Datwu parcijalhu diferencijalnu jednacinu

2
0%z 5272, Bz+ §5+|3_+cz_0. ()
ox* &x@y o8y ax oy

svesti na kanonski oblik.

Rjesenje: S obzirom da je
A=1 B=-1, C=1 i
B*-AC =0,

jednacina (1) pnpada tipu parabol1ck1h Jednacma chmu familiju karaktefistika
dobijamo kao rjeSenje jednadine

dy+dx =0,
odakle je
x+y=C,.
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Uvedimo nove nezavisno promjenljive u i v sa:

L=x+Yy
Vv =x.
Zanjih je

ou o |
Ox oy | . _ '
a_v a_v = ] %
I Oy

Oz Oz oz

_ = — +_’

Ox ou Jv

& _ o

ay du’

8z 8%z _9'z 9z
= +2 +
A’ du? Oudv vt
o' _ 5%
By ou’
8z _ 0z + 8%z
Bydx  u’  Budv

?

UvrStavanjem dobivenih parcijalnih 1zvoda u Jednacmu (1), ona ¢e se svesti na
kanonski oblik

8%z Oz
—r +(@+P)—+a—+cz =0.
ou’ ( B)au ov

Zadatak 35. Odrediti kanonski oblik jednatine

2 2 2 -
072,202 302 ,% 6% _y. (1)
Ox? axdy  oy? ox oy

Rjesenje: Za ovu jednacinu je:
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. B*-AC=4>0,
tako da je data jednacina hiperbolitkog tipa.
Odredimo funkcije

u=hxy) i v=h(xy,

pomocu kojih se data funkcija svodina kanonslq oblik. Ovu funkciju éemo odrediti
pomocu jednacina:

(B++/B* —AC)dx — Ady = 3dx —dy =0,

(B—+/B* ~AC)dx — Ady = —dx — dy = 0.

Integracijom ovih jednagina dobijamo

Ix -y =C,

x+y =0C,,-
tako da smjena:

u=3x -y

v=Xx+Yy

jednaginu (1) prevodi na kanonski oblik u kojem ¢e biti

prm {2 4 plud ()
ox dx dy ay ’
augz+3(auav+auav) du dv

Br=A +Cc Y g
dx Ox dxdy dyadx dy dy

cro i) 4282 o[ »Y = 0,
ox ox dy ay

Kako je, osim toga . _
Jz az az . 0z 0z 0oz

% oa oy |y u v
. jednatina (1) se svodi na |
9%z | oz

+ % - 0.
ovdu  ov

2
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Zadatak 36. Jednatinu

9%z 8’z 1
—— =0, >0 1
ax* dy’ 20y (y ) W

svesti na normalni oblik.

RijeSenje: Ova jednatina je hjperboliéka jer je:
A=l B=0, C=-y, tj. BP—AC=y>0 zay>0.

Prema tome: .
AN +C =0, 4.
oY -y =0

Odavde je
dy i
— = X,Jy, ili
e ¥y
D,
vy

Otuda je
2.y =x+C, .

Uvedimo smjenu:

E=x—-24y, m=x+2y.. 2

Diferenciranjem dobijamo

é).':n;::]" gyz—ny=—'m'

QOdredimo, sada
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ox 85 o

o _ _1_[&_.6_2] ;L[%_%) 3
&y  Jy\on &) m-&lon &

2 2 2 2

62_62+26z+82 @

P N B
9%z oD%z 2822 8tz )1 1 8z Oz
= - + S S [l §
oy'  ee* @ am’ )y 2,18 on
1z posljednje od ovih jednakosti dobijamo |

2 2 2
_82_26z+62+ 2 [82 BZJ’ )

o
gy> og*  dgom et m-§

tako da je, prema (3), (4) i (5):
8%z y &'z 1oz 8z
ax’ oyt 20y oEdm

Tra¥ena jednatina je
8%z
agom

a njeno rjefenje je

oz
— = '( ) .
an on

dakle
z =@(m+¥E).

Prema tome, rjedenje polazne jednaine bice oblika:
z = ¢ (x+2y) + P(x-2yy),

gdje su ¢ i ¥ proizvoljne funkcije.
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Zadatak 37. Datu parcijalnu diferencijalnu jednaCinu

8%z 5%z oz
xP == —y? -2yv— =0, _ (1)
ox’® dy* yay

svesti na kanonski oblik.

Rjefenje:  Za jednacinu (1) je
A=x*, B=0, C =—-j2 .
Kako je
B? — AC =x"y’ >0
u svakoj oblasti xy-ravni koja ne sijefe koordinatne ose, jednaina (1) je hiper-

boli¢kog tipa.
Rje3avanjem sistema

Ady ~(B++B* —AC)dx = x*dy — xydx = 0
Ady —(B—+B* —AC)dx =x*dy +xydx =0,

dobijamo

Izrazimo izvode koji figuri$u u polaznoj jednadini, pomoéu novih promjenljivih.
Dobiéemo
-0z oz oz

AN N N4 @

Ox x* ou v

Oz 10z dz

— = + x

Oy x Bu ov

2 T oAz 2 A2 2
0z y 6_2_2y az+yzaz+2y6fz

ox? x* ou’ x? dudv vt o x3ou’
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2 2 2 2 .
_(?uuz_zi_az.+26.z+xzaz._ @
oyt x® ou’ Judv v’

Uvr§£avanjem (2), (3)1{4) u (1), polazna jednadina e se transformisati na kanonski
oblik

9%z N 1 9z

dudy 2u ov

Zadatak 38. Datu parcijalnu diferencijalnu jednaginu
2
9 %2 9z %2 a_z (D
x| Ox dy? .

svesti na kanonski oblik.

Rjesenje: Napi§imo jedna&inu (1) u obliku

9z 3z 9%z
Za‘kx%z——lﬁay—z:q. (1’)

Jednatina (1) je hiperbolitka, u svakoj oblasti koja ne sjefe y-osu, jer je
A=x* B=0, C=x, 1.
B* —AC=x*>0 (Vx= 0).
RjeSavanjem jednatina
Ady ~ (B++B* —~AC)dx =xdy —xdx =0
Ady —(B=B* —AC)dx =xdy + xdx =0,
dobiéemo dva integrala
x-y=C, x+y=C(C,.
Data jednacina ée se smjenom :

xX—y=u, xty=v

s
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svesti na kanonski oblik. Naime, poslije uvr§tavanja izvoda .-

.a_z :.a_z_-l-%,

ox du dv
3lz=azz+zazz+82z’
ax?  ou? dudv oy’
QZ-' :-?i{-iz.’

dy du ov

8%z 0%z 9%z 9%z
= + 2
ay*  out o’ Judv

u jednadinu (1), dobi¢emo

9%z 1 oz 1 0z
+ —

oudy 2xodu  2xov

Ako, sada, u njoj x i y zamijenimo izrazima

v —u
, odnosno y = S

u+v
x =

dobi¢emo kanonski oblik jedna&ine (1), koji glasi

8%z 1 oz 1 oz
+

dudv =u+v£ w4y oy

Zadatak 39. Svesti dam parcijalnu diferencijalnu jednacinu

2 Y 1
92 5 eosx ot —(34sin® x)Z _3% Ly (1)
ox? dxdy oy’ dy
na kanonski oblik.

RjeSenje:  Jednagina je hiperbolicka u svakoj oblasti, jer je
A=1, B = —cosx, C=—3—sifi2x, 1.

B - AC =cos’x +3 +sinx=4>0.
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Problem rjeSavanja jednacine (1 ) se time svodi na rjeSavanje sistema

Ady ~ (B++B* — AC)dx = dy + cosxdx + 2dx = 0
Ady — (B—+B* — AC)dx = dy +cosx dx — 2dx = 0.

Integrali ovih jednadina su

y+sinx +2x =C,

y+sinx - 2x =C,.

Uvedimo smjenu

u=y+sinx +2x

v=y+ sinx —2x

iizrazimo parcijalne izvode koji se pojavljuju u datoj jednagini, pomocu parcijalnih
izvoda po novim promjenljivim ui v. Dobic¢emo

dz
ox
0z
oy
0’z

%(2 +cosx) — %(2 —C08.X),

-dz Oz
+

W v |
2%z 9’z 3%z
+ 2 +

dy*
g%z
ox*

3%z
oxdy

ou’ dudv vt

2
292w = Psinx +(2 +cosx)? 2 —
du © ooy | z
azz ) azz
-2(4 -cos’ x +{2 —cosx) —,
¢ )_auav ( ) ov?
az 9%z 2%z
cosx +2 + 2cosx + {cosx—2 .
( ) u® Judv ¢ )avz

Uvrstavanjem ovako dobivenih parcijalnih izvoda u datu jednadinu, nakon srediva-
nja, dobi¢emo njen kanonski oblik

d°z
dudv

+'u+v (_Eiz’_{_%} = 0.

32 \du dv
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Zadatak 40. Datu parcijalnu diferencijalnu jednacinu

3%z 8%z
Yo T T M

Svésti na kanonski oblik.

Rjesenje: Jednagina (1) je eliptiékog tipa, zay > 0, jer je

A=y, B=0 C=1, i
B*-AC=-y<0 za y>0.

Da bismo datu jednadinu sveli na kanonski oblik treba rjeSiti sljededi sistem

jednacina
Ady —(B++B? —AC)dx = 0,
Ady —(B—+/B* —AC)dx = 0,
tj.
ydy = ifydx =0,
ydy + iJyde = 0.
| Njihovom integracijom dobivamo dva integrala
2 2 .22 .
fd =ix+C, 1 Zy*=-ix+C,.
3)’ i 3)7 2

Uvodenjem novih promjenljivih, smjenom

|

U =

= oW

VY =

i uvr§tavanjem, u polaznu jednacinu, izvoda
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& _%

ox v
azz‘: ...a._ii
ox* ov?
dz 0z
5)_) - J;au

0’z _ 1 ‘%é-{_azz

20 o

dobi¢emo kanonski oblik date jednadine

9%z 1 8z 9%z
+—— + =
ov? 3u u ou’

Zadatak 41. Svesti na kanonski oblik datu parcijalnu diferencijalnu jednaginu

8%z 0z 0z
— x4+ y— =0, 1
)y 3 yay (1)

RieSenje: Jednagina (1) je oblika

2 2 2 ’
Agxf + 23;8";’ +cgyf +f(x,y,z, 9z %] =0

S obzirom daje
B* —AC = ~(1+x*)(1+y*)< 0, (¥x)),

~ jednacina (1) je eliptitkog tipa. Funkcije
cu=u(xyy v=v(xy),

pomoéu kojih se data jedna¢ina svodi na kanonski oblik, éemo odrediti pomoéu

jednacina;
Ady — (B+VB* —AC)dx =0 1

2)
Ady —(B—+/B* — AC)dx = 0.
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Konkretno, u ovom slu€aju, te jednacine glase

(A+x2)dy — (W1+x2 1+ )dx =0 } -

(+x2)dy + (W1 +x? {J1+y*)dx =0.

One su ekvivalentne sistermu diferencijalnih jednacina:

dy . ax
= i
\/1 +y? Nl+x?
dy . dx

= —1

yi+y? Vlfxz .

3)

Njihovim rje§avanjem dobivamo dva nezavisna prva integrala:

Uzmimo

Tada je

Kako je

biée:

In(y +4/y* +1) = iln(x +4x? +1) =, } @

In(y++/y? +1) + iln(x +x? +1) =C, .

u(x,y) = In(y ++y* +1),
vixy) = In(x+Vx? +1) i

z =z(uVv).
oz Oz du Bz v
= + —

ox  dudx vox
oz 826u+626v

oy udy vy
u_o 1
ox Toox 24l
o _g w_ 1
Ay A yr+l
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0X Ay 410V ’
dz 1 oz

dy v +1£.

Prema tome, imacerno:

3tz - _ x 0z + 1 9%z
ox’ (x? +1)* OV x*+1 ov?
9%z __ y dz 4 1 9%z
dy* (y2 +1)® 9 y* +1 ou’

UvrStavanjem, ovako dobivenih parcijalnih izvoda u jednadinu (1), ¢emo, nakon
jednostavnog rafuna, dobiti kanonski oblik polazne parcijalne diferencijalne jedna-
¢ine:

2
-(1-54--3“ =0.

ou’

Zadatak 42. Datu parcijalnu diferencijalnu jednaéinu

2 2 2
y?af+2xyaz+2xlaf+y§5=0 (1)
ox dxdy oy oy
-svesti na kanonski oblik.
RieSenje: S obzirom da je
dakle A=y, B=xy, C=2",

B* - AC = —x*y* <0 (¥x,y #0),

polazna jednatina je ehptlckog tipa. Da bismo je sveh na kanonski oblik treba
rjesiti jednadine:

Ady —(B—B? —AC)dx =0 | ' o
Ady — (B +VB —AC)dx =0, j |

108




I - PARCITALNE DIFERENCIIALNE JEDNACINE

kojeu konkretnom slucaju glase

ydy =(x + ix)dx
ydy =(x — ix)dx.

Njihovom integracijom dobijamo:

(y* —x*) - ix’

(y* =x)+ix? =

Ci

(3)

c, .

Uvedimo nove nezavisno promjenljvie

i izrazimo parcijalne izvode, koji se pojavljuju u datoj _]EdﬂﬂClnl pomodéu
parcijainih izvoda po novim promjenljivim z 1 w:

oz
ox
Jz
dy
32
ox?

9%z _
oxdy
0’z
dy*

z

1

—Zx% +2xa—2
u ogv
oz
2y 22
yau
2 2
= 4xza Z . 8x* 9.z +4xZa z 2%4_2?}_
ou’ Judv ov? du v
%z %z '
= -4 + ,
o o
y2 9’z +2%
ou’ du

Njihovim uvritavanjem u polaznu jednatinu dobi¢emo kanonski oblik te jednacine

9%z

az
+

Z

1

ou’

o’

u+v du

oz

1 0z

2v 9v

Zadatak 43. Datu parcijalnu diferencijalnu jednacinu

0%z

+4

0%z

+5

'z

+ 92 42% g

ax?

oxdy

dy*
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svesti na kanonski oblik.

Rjesenje: Ova jednadina je elipti¢kog tipa jer je
B* —AC =4 -5<0.
Da bismo je sveli na kanonski oblik potrebno je rjefiti sljedece dvije jednacine:
dy —2dx —idx =0
Cdy —2dx +idx =0.
Njihovo rjedenje je
' y—2x —ix =C(|
y—2x+ix =C,.

Uzimajuéi sada

u = y-—-2x,
v = X,
dobiéemo

ox du Ov

e _

dy u

0%z =4822_4822 +322,

ox? ou’ Judv o’

3%z 9%z 9%z
=—222,92,

dxdy ou®  dudv

dy* ou’

Njihovim uvritavanjem v jedna&inu (1), nakon sredivanja, dobifemo kanonski
oblik polazne jednaine

9%z 9%z oz :
Tl s Z 4+ =0.
ut  ov*  ov
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II JEDNACINE MATEMATICKE FIZIKE

Ova glava sadrZj tridesetak pnmjera parcijainih diferencijalnih jednacina drugog
reda koje spadaju u oblast Matematicke fizike.

Za vedinu tih jednacina se ne moZe, u opstem slu€aju, odrediti rjefenje.

Pri rjeSavanju jednalina matematiCke fizike postavljaju se dodatni zahtjevi,
takozvani poetni i rubni uslovi, tj. traZi ono rjesenje date jednacine koje zadovo-
ljava te dodatne uslove. Pritom, ne korstimo opste rjeSenje da bismo dogli do
rjeSenja koje zadovoljava dodatne uslove, nego direkino traZimo odgovarajude
partikularno rje¥enje.

Kao i svaki drugi matemati€ki problem, tako i problemi matematitke fizike mogu
imati samo jedno rjeienje, viSe rjeSenja ili nemati ni jedno rjeSenje. Dok je u dosa-
dadnjem tjefavanju problema takozvane "Ciste matematike” posvedivana ista
paZnja problemima s jednim, vi$e ili nijednim rje§enjem, u matematickoj fizici se
posebna paZnja poklanja samo onim problemima koji imaju jedinstveno rjeSenje,
jer su ont formulisani tako da opisuju samo jednu fizikalnu pojavu.

Osim toga, praksa namece zahtjev da dobiveno rieSenje bude neprekidno u odnosu
na dodatne uslove, tj. da malim promjenama u dodatnim uslovima odgovaraju
samo male promjene u rjeSenju. Naire, diferencijalna jednacina kojom se opisuje
izvjesna fizikalna pojava se najéefce izvodi teorijski, koriStenjem odgovarajucih
aproksimacija kako bi dobivena jednaCina bila $to jednostavnija, dok se dodatni
uslovi dobijaju uglavnom eksperimentalno, tako da propisane vrijednosti za
funkciju nisu taéne nego samo pribliZzno tacne. To je, naravno, razlog zbog kojeg je
vaZno da rjefenje bude neprekidno u odnosu na dodatne uslove jer bi u suprotnom
mala nepreciznost u mjerenju mogla dovesti do velike greske u rezultatu.

Saglasno ranije datoj klasifikaciji parcijalnih diferencijalnih jednaéina drugog reda
i jednacine matematicke fizike se mogu svrstati u tri grupe i to:

1. jednacine elipti¢kog tipa:

Au =0 Laplaceova jednadina
Au+2u =0 _ Helmholtzova jednadina
Au =k - Poissonova jednacdina
Au+k(E~-Viu =0 - Schridingerova jednadina
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2. jednacine hiperbolickog tipa:

u, =c’u, Jjednadina slobodnih oscilacija Zice
u, = cu, —hu, | jednaéina oscilacija s trenjem

u, = cu_ —hu, —ku telegrafska jednadina

u, = c’Au viSedimenzionalna talasna jednadina
u, = ¢’ Au—hu, talasna jednacdina s trenjem

w, = clu, + f(x 1) jednacina prisilnih oscilacija

(tj. pod djelovanjem vanjske sile)

3. Jednacme parabollckog tipa: .
= a’u, jednadina jednodimenzionalne difuzije

u, = o’u, — hu, jednadina konvektivne difuzije

u, = o’u, —ku jednadina provodenja toplote s
apsorbovanjem

u, =ou, + f(xb) . jednatina provodenja toplote s

izvorom toplote

Teorija potrebna za priloZene zadatke

1.1. Razvitak funkcije u Fourierov red

Fourierovi redovi igraju vaZnu ulogu u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadina
jer se periodi¢na funkcija, definisana na intervalu (~oo, o), kao i funkcija, defi-
nisana na konafnom intervalu, moZe razviti u red po sinusima i Kosinusima.

Pokazuje se da se 2T — periodi€na, realna funkcija f(x), definisana na intervalu
(T, T), moZe predstaviti u obliku beskona¢nog trigonometrijskog reda (po sinu-
sima i kosinusima):

Flx) = ‘% i[akcos(kfcx/T)+b,(sin(knx/T)] 1)

u kojem su koeficijenti @, i b, odredeni formulama
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2
E
Il

It

j
T | @
jf(x)sin(knx/T) dx '

T

f(x)cos(knx /T) dx
b,

zak=012.. . .

Razvitak funkcije f(x) predstavljen redom (1), u kojem su koeficijenti ¢, i b, odre-

deni sa (2), zove se razvitak funkcije f(x) u Fourierov red. Fourierovi koefi-

cijenti @, i b, suovdje realni. '

Specijalno, kada je funkcija f(x) 2n —periodiéna, trebau (1)i(2) samo T zamjeniti

sa T ' ) B

Recimo jo§ da se 2T — periodi¢na, realna funkcija f(x) moZe predstavitiiu obliku
+00

Cy

k=—w

e krnx/T

Il

f(x)

?

gdje je

el

Ck=

1 . 1 7 ik
= @i = Eif(x)e dr,

a koeficijenti ¢, uopste uzev kompleksni.

1.2. Razvitak funkcije po Besselovim funkcijama prve vrste

Ako se funkeija f(x) moZe razviti po Besselovim funkcijama prve vrste, onda je
Fx) =D a, T, (xyh,,), (1)
m=1

gdieje n Svrstbroj (n > ~1), a fA,;, 4A,,,.. ., pozitivni korijeni jednacine

I,y = 0.

Koeficijenti @,,, uredu (1), odreduju se po obrascu
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2 ‘ |
:'—.xf( )'In( }\'nm)dx'
:‘I:H(\/?;)'([ ’ xr

Na ovakav razvitak naiéi emo pri rjeSavanju problema oscilacija kiuZne mem-

brane polupreénika R =1.

Uzmimeo sada da je poluprecnik posmatrane kruZne membrane R. Pretpostavimo
da se funkcija f(x) moZe predstaviti u obliku reda

F0) = Ya, (/R &>, ©

gdje su [, 1y, Hq, - - . pozitivni korijeni jednacine J, (u) = 0, svrstani po veli-
¢ini. Da bismo odredili koeficijente a,, pomnoZi¢emo (I) sa xJ, (x T /R), a

zatim integrisati u razmaku [0, R], pretpostavljajuci pri tome da je moguéa integra-
cija €lan po ¢lan.
Tada, s obzirom na obrazac

0, m#n

R
J R)J R)dx = { »2 2 )
lx ek B (/) %Jll(um)J Pty me=n O
dobivamo
a, = T le(x)J (xp./R)dx. 3)

Razvitak funkcije f(x), predstavljen redom (1), u kojem su koeficijenti a,
odredeni sa (3}, zove se razvitak funkcije f(x) u Fourier - Besselov red.

8] problemlma matemauéke fizike Cesto se nailazi na sljedece redove po Besselo-
vim funkcijama:

f(x) :zbmjv(xp'm/R)’ (4)
m=1
u kojim su u,, u,, K, ... pozitivni korijeni jednacine
al (1) +Buli(w) =0 I )

napisani u rastuéem nizu, uz uslovdaje af™ +v > 0.

S obzirom na ortogonalnost Besselovih funkcija i s obzirom na formulu
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R ) : a RZ az _Blv?. )
!;va (x!-lm/R)dx = ‘?(14‘—@—) (TP 6

gdje su W, pozitivni korijeni jednacine (5), dobivamo -

R

b, = - 22 - Ixf(x)]v(xpm/R)dx. (7
R (H“B‘—B] JI(u,) o

2
Fm

Razvitak (4), u kome su koeficijenti odredeni obrascem (7), zove se razvitak
funkcije f(x) u Dini ~ Besselov red.

Oscilacije zice

2.1. Jednadina slobodnih oscilacija Zice

Jednadina slobodnih oscilacija homogene Zice ima oblik

2
o%u , 0tu
=C 7

e 0y, 1
ott Ox (=0 W

pri femu je sa u{x,t) odreden poloZaj taCke s apscisom x u momentu ¢
Sve tacke Zice osciluju u jednoj ravni kreéuéi se okomito na x-osu.
Jedna&inu (1) rje§avacemo D’ Alambertovom metodom koriste€i smjenu

E=x—-ct, M=x+ct,

pomodcu koje se jednadina (1) svodi na jednacinu oblika

&*u
=0, 2
aeom (2

NapiSemo 1i jednacinu (2) u obliku
_‘Z[in) -0,
emi 88 :

zaklju€i¢emo da funkcija g—z ne zavisi od 1, tj.daje
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Ou.
é"g—(P(&)-

Integracijom ove jednacine dobifemo
u = fo®)de + 9,(n),
gdje je @, proizvoljna funkcijaod n.
Prema tome, rjeSenje jednacine (2) se moZe napisati u obliku

w(E,M = 0, &)+, (),

gdie su @, i ¢, proizvoljne funkcije svojih argumenata.

Povratkom na stare promjenljive dobi¢emo op$te rjeSenje polazne jednacine

~u(xt) = @ (x—cr) + 9, (x+cr),

koje se naziva )’ Alamberiovim rjesenjem.

1° PotraZimo ono rjefenje jednaine (1) koje zadovoljava pocetne uslove:

Ju (x,0)

u(x,0) = f,(x), e

= f, (%),

“gdjesu £,(x) i f,(x) unaprijed zadane funkcije.

3)

)

(5

Zahtjev da opste rjeSenje (4) zadovoljava poCetne uslove (5) nas dovodi do jedna-

kosti:

@1(x)+(pz(x) = fl(x).-:
04 (x) —@L(x) = %fz(x)-

Integracijom druge od ovih jednadina dobijamo
: | L x
9:00-0,x) = ~ fHav.
X

Sabiranjem, odnosno oduzimanjem prve od jednakosti (6) i (7) dobi¢emo
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1 1 %
0200 = —f(x) + Ezjfz(v)dv
. | - (8)
94(x) = Zfilx) - — sz(v)dv.

Uvritavanjem ovako dobivenih funkcija ¢, (x} i ¢,(x) u{4), nakon srediva-
nja, dobijamo traZeno rjefenje jednacine (1) :

X+t

u(xt)——[f,(x ) +f2(x+ct)]+— J‘fz(v)dv )

2° Ukoliko su krajnje tacke Zice (strune), keja osciluje, fiksirane (nepokretne),
traZeno rjefenje ¢e, pored uslova (5), zadovoljavati i rubne uslove:

u(0.8) =0, u(L=0 (t>0). (10)

Jednadina (1) se, u ovoin sluéaju, moZe rjefavati primjenom Fourierove metode,
tj. razvitkom funkcija f,(x) i f, (x) u Fourjerov red.

2.2. Jednadina prisilnih oscilacija Zice

Pod prisilnim oscilacijama Zice podrazumijevamo oscilacije izazvane djelovanjem
neke vanjske sile. U slu€aju kada su krajevi Zice u¢vrséeni (nepokretni), prouca-
vanje prisilnih oscilacija se svodi narjeSavanje parcijalne diferencijalne jednadine

azu 2 a i :
= + f(x0), (L
or? ot
uz rubne uslove:

(0,0 =0, ull,)=0 (>0 1"

i pocetne uslove:

=y(x), 0=<x<L, 1"

1(x0) = 0 (x), %";0)

gdje su @ (x) i y(x) zadane funkcije.

Ako rjeSenje parcijalne d1ferenc1ja1ne jednacine (1) potraZimo u obliku zbira dviju
funkcija

- 117



DIFERENCIJALNE JEDNACINE.

ulx, ) =vixt) +wixt), - (2)

.rjeSavanje problema (1) + (1"} + (1") e se svesti na rjefavanje dva problema i to:

I jednacine prisilnih oscilacija Zice

6 z A% 2 6 : v
—_— = + f{x0) 3
ot ox* f .
uz rubne uslove: ‘ |
V(0 =0, v(L1) =0 3)
i poletite uslove: |
pe0y =0, &0 _4 (3"
. ot
1
II jednacine slobodnih oscilacija Zice
0 2 w V 2 0 z w
=c o . ' : )
or? ox?® ’
"u'z fﬁbh_e usibi'e:_ o ,
w0 =0, wiL)=0 | @)
i podetne uslove: '
ow (x,0 "
w(x0) =0 (x), wix )ﬂw(x). (4"

ot -
Time smo rie$avanje problema (1) + (1) + (1) prisilnih oscilacija Zice, sa zadanim

podetnim i rubnim uslovima, razbili na zbir prisilnih oscilacija Zice uz nulte rubne i
pocetne uslove i slobodnih oscilacija Zice sa pofetnim i nultim rubnim uslovima.

Problemi I i II se mogu rjeSavati Fourierovom metodom razdvajanja promjen-
ljivih. TraZe¢i rjeSenje jednacine (4) u obliku proizvoda

wxt) = X(OTE) | )

jednacina (4) se svodi na dvije obiéne diferencijalne jednacine:
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M
CZ

x -2 x — o (%)

T" - AT =0, ' (4%)

kojim odgovaraju opéta rjeSenja

X(x)=Ccos (Jxx/c) + Dsin (ﬁx/c)

T (1) = Acos(¥A1) + Bsin(¥A 1),
redom. Rubni uslovi za jednaginu () primaju oblik

X(0)=0, X(Lj-:’ 0, ' (6)
tako da njiﬁovﬁn uvrstavanjem u opste rjefenje te jednacine, dobijamo

c=0 i Dsin(JJTL/c) =0,
tj.

%, = (knc/L)’, k=12....,
dakle |

X, (x) = sin(knx/L), k=12.... . Q)
Za ovako dobivene svojstvene vrijednosti A, ée rjefenje jednacine (xx) biti

T; (tu).= A, cos (knctl/L) + B, sin (k'nct/L), k :L %.... (8

Dakle, na osnovu (5), (7) 1 (8) funkcije | |
we(x,t) = sin (knx /L) [Ak cos(knct / L)+ B, sin(knct/L)], k=12...

u kojima su A,, B, konstante, predstavljaju op§ta rjeSenja problema (4) + (4").
‘Superpozicijom ovake dobivenih rjefenja dobi¢emo rjefenje problema (4) + (4"):

Cwixt) = 3 sin(kn /L) [A,c cos (knct/L) + By sin(knct/L) |, ©)
¥=1

gdjesu A,, B, proizvoljne konstante. Koristeéi preostale uslove (4") dobiéemo:
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@ (x)sin (knx/L) dx
(10)
w(x)sm(knx/L)dx '

=]

1l
N M e
S, °

k =1, 2,... ,tako da ée rjeenje problema (4) + (4"} + (4"} biti potpuno odredeno sa
®i (10)

Rjesfimo sada problem I. RjeSenje _]ednacme prisilnih oscilacija ¢emo traZiti u
obliku

vix,t) = i v, (f) sm— (11)

k=1

pri éemu éemo koeficijente v, (¢) odrediti iz uslova da funkcija v (x,z) zadovoljava
jedna¢inu (3) i uslov(3"), po¥to su uslovi(3') automatski zadovoljeni, nezavisno od
koeficijenata v, (¢).

UvrStavanjem izraza v(x,t), datog sa (11), u (3), dobijamo

3 [vi@ + 42 v, 0] s TE = £, (12)
=1

gdje je
A(k) _-’fz—‘: : (13)

Da bismo odredili, zasad nepoznate, koeficijente v () razviéemo funkciju f(x,)
(kao funkciju od x), u intervalu (0, L), u Fourierov red po sinusima :

flxt) = ka(:) sm_._ ) (14)

k=1

gdje je

fk(t) =

E!]f(xt)sink—nx—dx (15)
L7 L

Uvrstavanje ovako dobivenog razvitka u (11) dovesce nas do linearne nehomogene
diferencijalne jednaéine s konstantnim koeficijentima oblika:

Vi) + ALY, (1) = f(1), k=12.., (16)
¢ijim rje§avanjem dobijamo nepoznate koeficijente v, ().
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Lagrangeovom metodom varijacije konstanti dobijamo opste rje§enje_ jednaline (16):
V() = Cycos AR + C, sin AR +-or J-fk(y)sm[A(k)(t -y)]dy. (A7)

Da bismo odredili konstante C, i C, postavimo zahtjev da rjesenje (17) zadovo-
ljava uslove (3"), tj. da je

v, (0)=0, vi(0)=0 (k=12 ..) | (18)

Lako se uvjeriti da funkcija

v, () = 'A(T j f)sin[ A -] dy (19)

zadovoljava uslove (18) ako u formuli (19) stavimo ¢, = 0.
Pomoéu formule (15) se iz (19), kona&no dobija sljede€i izraz za koeficijente v, (£):

V() = j sin[ ACk)(t ~y)] dy ff(x y)sm—dx. (20)

LA(k)

Prema tome, tjeSenje jednaCine (3), koje zadovoljava uslove (3") i (3"), dato je
pomocu reda (11), u kojem su koeficijenti v, (x} odredeni sa (20), a A(k)sa (13).

Oscilacije membrane. Talasna jednacina

Sada ¢emo rjesavati talasnu jednaginu kao jednadinu popreénih oscilacija mem-
brane (tanke opne) koja se rasteZe, ali ne savija, tj. krece paralelno s Oz osom pod
ravnomjernim djelovanjem sile rastezanja f, i koja, kad se nalazi u stanju ravnoteze,
lezi u xOy ravni. U tom slugaju je poloZaj u, tacke membrane, funkcijaod x, y it
koja zadovoljava jednadinu analognu jednafini strune

8%u ,(8%'u 0%u

——— +

or’ [

72 ? 1
P ay2J+f(xyt) (1)

ukojojje ¢* = f,/p, p povriinska gustoca, a pf vanjska sila.

TraZitemo ono rielenje jednafine (1) koje, na konturi (C) — rubu membrane,
zadovoljava tzv. rubni uslov:

u=0 ma(C), ' (2)
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t). posmatrati slucaj kada je rub membrane uévricen.

Osim toga, potrebno je dati i pocetne uslove kojim su odredeni kretanje i brzina
svih tafaka membrane u podetnom momentu:

Su

_67 =0

u

o =01 (0y) =0,(xy). 3

Oscilacije membrane, koje nastaju bez uticaja vanjskih sila, tj. f =0, poznate su
kao slobodne oscilacije membrane. Prema tome, slobodne oscilacije membrane
se mogu predstaviti talasnom jedna€inom

8? 8'u 9° ,
at;‘ = cz(a ;‘+6 f], )

koja, u polarnim koordinatama, glasi

8%u Cz(azu 10u " 1 Bqu .

1

Rjesenje ove jednaline se moZe traZiti pomocu Fourierove metode razdvajanja
promjenljivih, tj. u obliku

u(r8,0) = R(NOOT ().
Jednatina (1") se tada raspada na tri obi¢ne diferencijalne jednadine:
T"() + 32T (r) = 0 (jednatina harmonijskih oscilacija)
: O"(B) + 220 (9) =0 o "(iédnaéina hanﬁonijskih o'scilaéija)
rzR”(r) + rR'(r) + (A*r? —n*YR(r) =0 * (Besselova jednatina).
Svi proizvodi. R(r)@(G)T( t) tjefenji ové tn oBi?:’:ne diferencijalne‘ jednatine

opisuju osnovne oscilacije membrane, dok funkcije R(r), ®(8) opisuju oblik te
membrane,

Da bismo odredili oscilacije date membrane pod odredenim podetnim uslovima, biramo
kombinaciju fundamentalnih rjeSenja tako da budu zadovoljeni ti podetni uslovi.

Sada Cemo posmatrati rubni problem za ravan u dva specijalna slu¢aja kada je
oblast u kojoj rje§avamo problem krug ili pravougaonik.

Slu¢aj kruZne membrane je ujedno primjer razlaganja date funkcije po Besselovim
funkcijama koji je zna€ajan i zbog toga §to se takva razlaganja veoma &esto koriste i
u rjeSavanju drugih vaZnih problema matematicke fizike. - :

122



I - JEDNACINE MATEMATIéKE FIZIKE

3.1. Slobodne oscilacije pravougaone membrane

Posmatra¢emo slobodne oscilacije membrane tj. sluéaj oscilacija koje nastaju bez
uticaja vanjske sile (f = () zakoie je kontura pravougaonik k0]1 leZiuxyravni, sa

stranama paralelnim y, odnosno x osi, odredemm sa:

(P): x=0,x=a; y=0, y=56.

Znadi, raZicemo ono rjefenje jednacine

a2 2 2
6u=cz 6u+6u , an
or* ax? oy’ -
koje zadovoljava uslove
u=0 na (P) i _ (2)
Ou
t =900 -] =020, 3)

Primjenjujuéi Fourierov metod, potraZimo partikulamo rjeSenje jednadine (1) u
obliku

u(x,3,1) = (Acosot + Bsinor)v(xy). @)

To ¢e nas dovesti do jednaine

. 2 2 ’
-’ (Acoswt + Bsinwt)v(x,y) = cz[a : +Z :] (Acosem? + Bsinwt),
y .

koja se, ako uvedemo oznaku

k= a?fc?, (5)
svodi na jednadinu po v

2 2

g v+8v + k*v =0.

oxt oy’
PotraZimo njeno rjedenje u obliku proizvoda

v(xy) = X(X)¥ (). | 6)

Dobicemo jednacinu
X"(OY () + X(OY"(0) + k> X ()Y () =0
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koja se moZe napisati u obliku
X' Y'+kY

—_— = —:_3\‘2

X Y
gdje je A zasad neodredena konstanta.
Odavde se dobijaju dvije obicne diferencijalne jednadine

X"+A%X=0 i Y"+p?Y =0, ¥
gdje je '

wr =k =A%, g AT+t =k (%)
Opéta tjeSenja jednadina (7) su redom:
| X(x)=C sinkAx +C, coshx } (8)

Y(y) =D,sinuy + D, cospy .
Na osnovu uslova u = 0, na konturi (P}, dolazimo do zakljucka da je

vixy}=0 na (P),
iz kojeg, s obzirom na (6) i (8), dobijamo po dva uslova za funkcije X (x) i ¥ (y) i.to

X(0) =0, X@=0,

Y(0) =0, Y(b) =0,
Sto ima za posljedicu C, =D, = 0. Ako za preostale konstante, u (8), vzmemo
C, =D, =1, (8) e se svestina '

X(x)=sinAx, Y(y)=sinpy, 9
uz uslov da je

sinha =0, sinpub=0. (10)
Iz jednacina (10) dobijamo beskonatno mnogo vrijednosii:

A=A Ayseis Ay aen, A, =mnla }

L3

(1)
R VP T P TN u, =nn/b.

Izaberemo li po jednu od vrijednosti A i p iz nizova (11), odgovarajuca
vrijednost konstante &’ ée, prema (x), biti jednaka :
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: 2 2
443 i
k2 =2 +pd =a) —r—
nut m n ?
a2 bZ

dok ¢e njima, prema (5), odgovarati frekvencije

. 2 z
@ =clk: = clnz[m—-l-n—} : (12)

i 2 2
a b

Ako sada zamjenimo, u tzrazu (4), & sah,_,
i B,, odgovarajuée vrijednosti konstanti A i B, redom, dobi¢emo beskonalno
mnogo rjefenja problema (1) + (2), oblika

odnosno p sa [, ioznafimosa A,

mMRAx . HT
(A, cosw, [+ B, _sine, ) sin sm—y,

L nirt Hin

(13)

a
tj. beskona¢no mnogo svojstvenih (slobodnih) harmonijskih oscilacija membrane
kaoje, inate, ulaze i u sastav oscilirajuée Zice.

Odredimo konstante A i B, pomodu po&etnih uslova, uvritavanjem ¢ = 0, u rjeSe-
nje u = u(x,yt), dobiveno linearnom superpozicijom rjeSenja (13), i u njegov

izvod % , tj. u formule:

ot
u = ZZ(AM cos®m,,t + B, sin® ) sin MY sinY
m=1 n=1 a
u _ Z—me" (B, cosm, t-A sin coﬂmt) sin 7™ gin T
at m_=l n=] a
U saglasnosti sa (3), dobi¢emo
_ Rk ¥ . ATy
Ul = ¢uley) = ZXZ Sln— sm—g—
du AN i G n'ny
~ = (p (x’ y} = S —=.
o : ZZ

a b

Posto ove formule predstavljaju razvitak funkcija ¢, i@, u dvostruki Fourierov
red, lako se zaklju€uje da se koeficijenti A i B mogu odrediti pomoc¢u formula
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ab
wmuAmn = i'['[(pl(gvn) Sin"’zz'j'c"é' Sinmdadn
ab 5% a b
4 b : (14)
. M . AT -
Dy By = — sin——= sin—dEdn ,
mn mn ab ‘{[E‘:({)Z(é’n) a - ) b & Tl

¢ime je rjeSen postavljeni problem.

U slu¢aju membrane pokazuje se da jednoj te istoj frekvenciji odgovara vife figura
membrane s razli¢itim poloZajima &vornih linija, tj. onih linija na kojima je amplituda
oscilacija jednaka nuli, tako da tatke koje leZe na njima ne osciluju. To je najjedno-
stavnije posmatrati na primjeru kvadratne membrane, tj. kadaje b =a..

U tom sluéaju je frekvencija

cn
®,, = —vm* +n’ = avm? +n? | (15)
a

gdjeje a = & faktor koji ne zavisiod m i n.
a .
Uzimajuéi
m=n=1,
dobi¢emo osnovni ton membrane

2

U, =N, sin(w,t+a,,) sm—;— sin »

frekvencije o, = a2,
U ovom sludaju, unutar membrane nema &vornih linija.
Uzimajuéi, zatim

m=1, n=2 ii m=2, n=1

dobi¢emo druga dva, medusobnb Jjednaka, tona

. R S
i, =N, sin{w,f+a,, ) sin— sin <2
. a a.
. L. 2mx |, dy
iy, =N, sin{w,f+o, )} sin— sin—,
a [#]

frekvencije w,;, =, = a5,
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Cvorme linije ovih prostih oscilacija su redomnt:

Pored oscilacija u,, i u,, postoji jo§ beskonatno mnogo drugih oscilacija te iste
frekvencije @, koje se dobijaju iz njih kao njihova linearna kombinacija. Uzmemo

li, radi jednostavnosti o,, =, =0, i uvedemo li oznake ®= o, = w,,,
N, =N,, i N, =N,,, dobiemo oscilacije oblika :

[Ni'sinE sin@ +N, sin2ﬂ sinﬂilsinmt.
a a a a

Za N, = N,, &vormne linije ¢e biti odredene jednadinom

. X . 2my . 2mx . my
sin— sin—= + sin—— sin—= =

a a a a

. RX ., T X T
= ZSm—sm'—y cos— +cos—y =0,
a a a a

Rjesavanjem ove jednacine dobijamo &vorne linije

X+y=a.
Za N, = ~N, bise, naisti natin, dobile &vorne linije
x-y=a.

Jednostavniji slu€ajevi Evornih linija frekvencije ® = o '\/g, predstavljeni su iscr-
tkano na slici 5.

{(sl. 5)
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SloZeniji siuCajevi &vomih linija iste frekvencge dobijaju se za N, # £N, i
N,, N, = 0. Sve one su odredene jednacinom

X
N, cos— +
a

N, cos =

a

Uzimajuéi m =2, n =2, dobié¢emo jedinstveni ton frekvencije w,, =a «/8, {ije
su &vorne linije (sl. 6} odredene sa

Sljededi slucaj

nas opet dovodi do beskonafnog broja oscilacija iste frekvencije
O, = 0, =a~10.

Analogno slugaju &vornih linija frekvencije ,, = ©,, =a V5 (sl. 5), predstavljeni
su, na slici 6, odnosno 7, neki od
W = o 8 , odnosno o = a v10.

jednostavnijih sluéajeva ¢vornih linija frekvencije
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3.2. Slobodne oscilacije kvadratne membrane

Homogena kvadratna membrana kdja u poletnom momentu ¢ =0 ima oblik
Axy(b—x)(b-y), gdje je Adati pozitivan bro_}, poéela je da osciluje bez pocetnc
brzine. Ispitati slobodne oscilacije membrane u&vr¥éene na konturi.

Rjesenje: Da bismo ispitali slobodne oscilacije ove membrane treba rjesiti
odgovarajuci rubni problem, tj. parcijalnu diferencijalnu jednainu poznatu kao
jednacina malih slobodnih oscilacija ravne homogene membrane koja glasi

62u_+ 8'u 1 0%u

= , (1)

ox? 8y2 a’ or? :

uz rubne uslove:
u(030=0  u(byt)=0 .
u(lx,00)=0 u(x,bt)=0

i pocetne uslove:
u(x,30) = Axy(b=-x)(b-y) |
dulx,»0) _ 0. (3)

ot

Dakle, treba rjeSiti problem (1) + (2) + (3).

X

L J

{sl. 8)
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Ovdje je sa u(x, »¢) oznafena udaljenost tatke (x,y) membrane od ravnoteZnog
polozaja, u momentu ¢, dok je a # 0 konstanta koja zavisi od osobina elastiCnosti

membrane. o

Ovaj problem ima jedinstveno rjeSenje.. - .

Jednaginu (1) rjeSavac¢emo metodom razdvajanja promjenljivil, tj. traZe¢i rieSenje

u obliku : . D
cu{x )y =vEyTE. ' {4y

Najprije éemo koristiti samo rubne uslove (2), dok cemo poletne uslove (3} koris-

titi kasnije. '

Ako (4) uvrstimo u (1), rubni problem (1) + (2) ¢e se svesti na dva problema.

Naime, dobid¢emo
2 2
5] v+6 v =-—LvT",'
ax? oy a*

odakle, razdvajanjem promjenljivih, izlazi

8ty . atv
o ot 1T,
v at T ’
tj. dobijamo dvije jednatine : . :
T" +a’AT =0 i (5
2 2
v 8V 1y =0, ©)
ax? oyl

uz rubne uslove za funkciju v (x,y) :

v(0y)=0, v({by) =0 6"
vix,00=0, v(xb)=0.
Jednaiina (5) ima opte rjeSenje
T=C, co_s(at\/x) +C, sin(at-sh_u). :

Sada treba da rje§imo rubni problem (6) + (6). I ovdje ¢emo upotrijebiti metod
* razdvajanja promjenljivih. Stavimo li u (6) :

YY) =X@ Y,
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dobi¢emo _
XY +XY"+AXY =0,
odnosno
XY 0 =0,
Y

Akouzmemo A =y + v, posljednju jednacinu moZemo pisati u obliku

X . Yu‘
—tp |+ —+v | =0,
X Y
odakle dobijamo dvije obine diferencijalne jednaline sa odgovarajuéim rubnim

uslovima koji se dobijaju iz (6'):

X" +uX =0, X(0)=X(b)=0 o

Y"+vY =0, Y(0) =Y()=0. (8)

Sopstvene vrijednosti i sopstvene funkcije rubnih problema (7) i (8) ¢e oigledno
biti:

u, :(M'n:/b)2 iv, =(mn/b)_2 )
odnosno ‘
X, (x) = sin(n'rcx/b) i Y () = sin(mny/b), ©"

za n,m =1, 2,.._. .
Odavde dobivamo sopstvene vrijednosti rubnog problema (6) + (6) :

Ao = K, +V, =(n2.+m2)(n/b)2, n,m=12... (1®
i odgovarajuce sopstvene funkcije
vnm(x:y) = Anm Sm[%} Sm(-’?}g‘x]a n,m=172..,, (IO,)

tog rubnog problema.
Da bismo dobili normirane sopstvene funkcije, moramo uzeti

A = =

2
" b

-z—, n,m=L2,..."
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n [’) E sm SII b » ”, m = L [P

tako da ¢emo imati:

Sada moZemo napisati sopstvene funkcije rubnog problema (1) + (2) u obliku:
Uy (K 00) = %sm[ﬂzi] sin[%) [Mm cos(atfh,, ) + N, sin(atfh,, )].
Superpozicijom ovih rjesenja dobi¢emo opSte rjeSenje naseg problema (1) + (2):

ul(x, »,1) ii[ _cos{atX,, ) + N, Siﬂ(ﬂf«/ﬁ)] .

n=1 m=1

b b b

gdje su M, iN,, proizvoljne konstante.
Iz (11) nalazimo

au(x,y,t) ii[_,aJ_M sin(ataAp ) + A N cos(ah/T]

n=1 m=1

E i ﬂ.“l r
bsm(b] Sm[ 5 J (11)

Na¥ problem (1) + (2) + (3} bice upotpunostx rje¥en tek kad odredimo konstante
M, iN,,. Njih éemo odrediti iz (11) i (11", koristeéi poletne uslove (3).
Stavlja_]um, u(11)i (1", ¢ = 0 dobijamo:

Axy(b-x)(b=y) = i > M sin(i?—] sin(’”—b’“’-],

n=1m

b
I’O’(b —x)(b - y)sm [ J sm(mnyjdxdy =
! b b -

RTLX . [ mmy
x(b x)sm[ ) ]dx E[y(b—y)sm [—b-—]dy

[ )

24
nm b

1
&
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= ZZ&J?LM Nm—z—sin B7% | sin| 222
n=l m=1 b b b
Iz ove posljednje jednakosti se, odmah, vidi da je

N_,=0, nm=12,..,

jer su Fourierovi koeficijenti od 0" jednaki nuii.
Ostalo je jo¥ da odredimo konstante M, ,

Kako je:
b . 3
2b
x(b—x)sin L-(-D)"
J). ( b J [ ](mfc)3
i .
267
b —y)sin 1—(-D" ,
_[y( -¥) [b) [ ()](m)
bice
2b
(mn)
Dakle,
My =0, kr=123.. i
2A 25° ©o2h
M2n+l,2m+1 =—12 o 2 T
b [@n+nx]”  [2m+Da]
tj. |
32Ab° 1 :
Myamn = p mn=0172...

n%  (2n+1) 2m+D)*

Ako (10), (12) 1 (13) uvrstimo u (11), nakon jednostavnog rafuna dobiéemo
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64 Ab* e [sin(2n +Dmx /] [sin(@2m+ Dy /6]

2.2

S o (2n +1)* (2m +1)°
« Gos [J(zn TP +2m +1)? am‘/b:| .

u(x,pt) =

3.3. Jednac¢ina slobodnih oscilacija kruZzne membrane

Problem oscilovanja kruZne membrane radijusa r = 1Y, zategnute du¥ konture, tako
da je pomjeranje na rubu jednako 0, svodi se na rje§avan]e talasne jednadine kojau
polamim koordinatama glasi:

=22, )

KaZemo da rjefenje u(r,@,t), jednacine (1) koje zadovoljava
rubni uslov:

u(rno,t)|,., =0, O<t<w 2)
i poéetn_e uSlové:

u(re,) |img = F(re)

6u(r(Pt) ‘:_0 = F(ro) - )

opisuje slobodne oscilacije kruZzne membrane uévricene na rubu.

Uzimajuéi u obzir fizikalni smisao zadatka zaklju€ujemo da rjeenje u(r,@,?) mora
biti 2 % - periodi¢na funkeija, kako u svakoj tatki membrane, tako i u njenom centru
r = 0. To ée biti samo vkoliko su konstante razdvajanja pozitivne.

PotraZimo rjefenje jedna¢ine (1) u obliku proizvoda

u(rg.0) =TOY(re). | @

- (1) Radi jednostavnosti mofemo uzeti da je radijus kruine membrane r = 1.
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(._91. )

Vidjeéemo da je oblik traZenih oscilacija odreden fu.nkcijom v(r), dok njihov
karakter zavisi od faktora T (¢). '

Ako uvrstimo (4) u talasnu jednainu (1) dobiéemo jednakost-koja se moZe pisatiu
obliku

v 1ov 1 8%y ‘
o7 ror rogd _ TV 2
= o= (=-¥"), 3)
v a'T ‘
koja se raspada na dvije diferencijalne jednadine:
1. jednadinu harmonijskih oscilacija
T+ Na’T =0 | ©6)
koja ima opéte rjeSenje , .
T(£) = C, cos(aht) + C, sin(akt) M

2. Helmholtzovu jednafinn:

2 2 : ' : B

Ov 1w, 187  py =0, ®
ot  ror r*ép’ :

koja zadovoljava odgovarajuéi rubni uslov i pofetne uslove koje ¢emo dobiti
uvrStavanjem smjene (4) u (2):

u(],(P,t)=V(1,(Q)T(f)=0, O<t<oo,
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odakle je
vile) =0.
Prema tome, da bismo odredili oblik slobodnih oscilacija membrane potrebno je

rjesiti rubni problem:

Av +2v =0 k '
Vv 4+ AT (u krugu) } )

v(r,(p)|r:1 =0 (na rubu kruga).

RjeSenje jednacine (8) cemo, takode, traziti u obliku proizvoda

v(rno)=R(r) (). (10}

Uvrstavanjem (10) u (8) dobijamo izraz koji se mo¥e pisati u obliku jednakosti

0"(9) _ FR(N+rR(1) +MrF R(r) (=n?

¢ () R(r) )

ukojoj lijeva strana zavisi samo od ¢, adesna samo od r. PoStosu r i ¢ nezavisni,

obje strane moraju biti jednake istoj konstanti (konstanta razdvajanja). To nas
dovodi od dvije obiéne diferencijalne Jednagine, i to:

2.1. Besselove jednadine:

FPR" +rR +(\2r* =n*)R =0 (11)
R(M)|,y =0
R(0)< = (fizikalno ogranitenje)
2.2. Jednacine harmonijskih oscilacija
O’ +n’dp =0, (13)

u kojim je iz fizikalnih razloga, za konstantu razdvajanja uzeto n?, n = 0, 1, 2,... ,
kako bi funkcija ¢ (¢) bila 2n — perioditna. Prema tome, opste rje§enje jednacine
(13) bice

d(@Y=a,cosn +b, sinng (n=0,12..). (14)
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Ranije smo vidjeli ([24], str. 384) da su dva linearno nezavisna rjeSenja Besselove
jednaline Besselove funkcije prve i druge vrste, n-tog reda:

R(r)=J,(hr) i R,(r)=K,(Ar)
Prema tome, njeno opste rjeSenje je oblika

R(r) = AJ, (A7) + BK, (x}), (15)

i zavisi od dva proizvoljna parametra » i A .
S obzirom da

K, (Ar)—> o, kad r— 0,

a prema fizikalnom smislu zadatka R(r) Je konacan broj, treba u (15) uzen B=0.
Prema tome, rjefenje jednaéine (11) bice

R(ry=AJ (Ar), A=0. (16)
Vrijednost A odredi¢emo pomodéu rubnog uslova

R() =
-zanemarujuci zasada konstantu A, Uvr§tavanjem r =1, u

R(r) =J (A1),
dobiCemo transcedentnu jednacinu po A,

~J, (A =0 ' (17)

koja ima beskonatno mnogo pozitivnih korijena. Drugim rije&ima da bi se funkcija

R(r) ponistavala na rubu kruga radijusa r = 1, treba odrediti konstante razdvajanja
tako da budu nule jednafine (17). Rje§avanjem te jednadine dobiéemo

A=k, (m=1,2,.., n=012.),
pri emu je sa k,, oznafen m-ti korijen.

U tabeli 2 je navedeno prvih sedam nula za prvih pet Besselovih funkcua J.(r).

137



DIFERENCIALNE JEDNACINE

Korijeni jednadine J, (r) =0
. ;
m
0 1 2 3 4
1 2,404 3,832 5,135 6,379 7,586
2 5,520 7,016 8,417 9,760 11,064
3 .. 8,654 10,173 _ 11,620 13,017 14,373
4 11,792 13,323 14,798 16,224 - 17,616
5 14,931 16,470 17,960 19,410 - 20,827
6 18,076 19,616 21,117 22,583 24018
7 21,212 22,760 24,270 25,749 27,200
Tabela br. 2

Preostale nule se mogu priblizno izradunati pomoc¢u formule

4n* -1

n(2n~1+4m) — — =1
m(2n—1+4m)

krzm =

N

koja ée, za dato n, biti utoliko tanija §to je m vece.

Sada je jasno da posto znamo korijene k,,, , moZemo konstruisati rjefenja rubnog
problema za Helmholtzovu jednacinu (8). '

Naime, svojstvenim vrijednostima A =k,,, odgovaraju svojstvene funkcije

Vo (10) = J,(kpyr) [ Acosno + Bsinng]. (18)

Na slici 10 su za razli€ite vrijednosti nim, predstavljene samo neke od funkcija
v,, (r0), koje, inade, ne zavise od konstanti A i B.

Ove konstante uti¢u na amplitudu oscilacija i raspored €vornih linija v odnosu na
¢ = 0. Svaka funkcija, sama za sebe, predstavlja fundamentalnu oscilaciju kruzne

membrane frekvencije ©,,, odredene sa
_k,a
®,, = -2—,
2n

Ove frekvencije se dobivaju iz rjeSenja -

T, (t) = Asin(k,,at) + Beos(k,, at) ay
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jednagine
T" +k2 a’T =0. (6

Interesantno je da za razliku od jednodimenzionalnog slucaja odnos frekvencije
oscilacija v, (n¢) ifrekvencije osnovne oscilacije vy, (n9), t.
() k

Hm nm

mﬁl kOl

nije cio broj. Osim toga, broj m se podudara s brojem kruZnih Cvornih linija
frekvencija v, (r@).

Radijusi tih Evomih linija su odredeni sa:

Cvorne linije za osnovne harmonijske oscilacije kruzne membrane

(sl. 10)
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Ako sada, postupajuci saglasno sa (4), svojstvene funkcije v, (r,¢), jednaine (9),
oznacCene sa (18), pomnoZimo funkcijom vremena T_ (), koja je rjeSenje jedna-

L

Cine (6) za A =k%,,, i potpuno odredena s4 (7'}, dobiéemo beskonatno mnogo
rjefenja jednacine (1), koja zadovoljavaju rubni uslov (2) i imaju oblik:

U (1,0,8) = { [ A, cO8(k,,at) + B, sin(k,,at)] cosng +
+[Comcos(k,,at) + B, sin(k,,at)] sinng }J,(k,,r).

Hnl

Primjenom principa linearne superpozicije dolazimo do zakljucka da je i funkcija

u(rot) = 33 [A,, costk,,at) + B, sin(k,,a)] cosng J,(k,,1) +

n=0 m=1

n=0m=

o

[Cﬂﬂl cos(k!m‘lat) + Dum Sin (k.lunat)] Sinn(P JH (k}mtr) (19)
1

rjeSenje rubnog problema (1) + (2).
Konstante A_, B _,C_ i D  ¢emo odrediti iz podetnih uslova (3).

nm? m? m i

Naime, ako stavimo ¢ = 0, u (19) i uzmemo u obzir pocetni uslov (3), dobiéemo

o

F0) =3 Apd k) + S AT, (k) cOSRE +
. n=1 m=1

ks

m=]
+ ZZCMJ,, (k. r)sinng, (20)

§to predstévlj arazvitak 2n— periodi¢ne funkcije f(r,¢ ) uFourier - Besselov red, u
intervalu (0, 2n) . Zbog toga je

1 % 2

— |fnp)de = > A, J (k1) (21)

1 2n w .

— [ftrp)cosno dp =Y A, T, (k) 22)

27[ 0 m=1

1 21 »

o If (n@)sinng do =>C,J (k7). (23)
0 . m=l

Vidimo da se ovdje radi o razvitku proizvoljne funkcije ¢ () ured po Besselovim
funkcijama. Prema tome, koeficijenti A, A, i B,, ¢e na osnovu teorije o
razvitku funkcije u Fourier — Besselov red (§ 1.2, str. 114) biti odredeni sa:
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. . 2 1zin

Ap = —— | | Fno)J (k, Fdrde, (24)
TC‘IzH (kmm) ‘[[ ..!.

[ im )
A, =—73 .[ rf(rne)J, (k. rycosng drdoe. (25)
ﬂ:‘]n+l om) 0 :
2 I 2n
- =——— rf(ne)J (k, r)sinng drd (26)
) nJr?H(knm l! : (p (P -

Na isti nadin bismo, ponavljajum analogan postupak za funkciju F (r, (p) dobili
konstante B, , B, _, D

om? nm?* nm

Zatako odredene konstante se Inoze trazeno rjeSenje problema (1) + (2} + (3) pisati
u obliku

u(r (p’t) - ZZ MnmJn(knmr) SIﬂ(]’I(P +Wﬂm) Sin(knmat+vnm)’ (27)

n=0 m=1

ako uvedemo oznake:

A, = siny_ sinv,

i Hm

= smy,,. cosv,,

hm Hm

nm Hm

B
C.. =M, cosy, sinv,
D

nm hm

= cosy,, Cosv,.

Iz (27) se vidi da se opSte oscilacije kruZne membrane sastoje od beskonacno
mnogo svojstvenih harmonijskih oscilacija.

3.4. Radijalne oscilacije kruZne membrane

Vidjeli smo da je prou¢avanje slobodnih oscilacija kruZne membrane -
{en]| s +y <R}

uévricene na konturi, vezano za rje¥avanje talasne jednadine

: | o)

& 0%u l_@ﬁ __l_azu _0’u
o pop piogpt) o
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uz neke dodatne uslove. U naem sluéaju su to bili:

rubni ustov, . za ‘R-=1

u(lLe,y =0, 2)

ipoletniuslovi, zat=0:

' “(P,%O) = f(p’(P) .

(3) .
Qﬁ(p,cp,O) = F(p,0).
ot

Sada éemo ispitivati one oscilacije kruZne memb;ane kod kojih je, za sve tatke
jedne kruZnice, pomak isti, tj. pomjeranje tataka ne zavisi od ugla ¢. Takve osci-
lacije se nazivaju radijalnim oscilacijama.

Prema tome, poSto su radijalne oscilacije specijalan slucaj slobodnih oscilacija
kruZne membrane, za koje je @ = const, tako da pocetna funkcija zavisi samo od
p, ispitivanje radijalnih oscilacija bi¢e vezano za rjeSavanje rubnog problema:

8% 1au) _ o' o
op’ p ) o

w(RO) =0 | (2

u(Pp0) = f(p)

du(p,0) (3)

e F(p).

S obzirom da se radi o specijalnom slu€aju slobodnih oscilacija kruZne membrane,
postupak rjeSavanja ovog problema bice potpuno analogan postupku rjefavanja
prethodnog problema.

Prema tome, traZiemo rj¢§en]e jednadine (1") u obliku
u(p,t) =T V{(p). ' 4
i dobiti jednadinu

Vi) +p Vi) _ T'()
Vip) L a'Tw)

(==~2%) )
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koja, zbog nezavisnosti p i £; ima smisla samo ako su joj obje strane jednake IStO_]

konstanti. Saglasno tome, jednatina (5) se raspada na dvije obi¢ne diferencijalne
jednaéine, i to;

1. Besselovu jednadinu;
vielyiiwv o i (6)
p
2. jednacinu harmonijskih oscilacija:
T" + Aa’T =0. ' (7)

Na isti nacin, kao u prethodnom slu¢aju, zakljuéujemo da ée, zbog K, (Ap) —> o0,
kada p — 0, rje¥enje jednatine (6) biti

V(p) =CJ,(AR), C, #0, ' (8)
kao i da, da bi bio zadovoljen rubni uslov (2), mora biti

V(R) = C,J,0R) = |
odakle, zbog C, # 0, éobijamo Jjednadinu

J,(AR) =0, )
koju treba rjeSiti po A . Iz teorije o Besselovim funkcijama je poznato da funkcija

J (1) ima beskonagno, ali prebrojivo mnogo, realnih, pozitivnih nula (str. 138). Ako
ih oznalimo sa U, it,,. .., redom, jasno je da ¢e tada korijeni jedna&ine (9) biti

u ' :
A =B =1,2.., 10
- n =1, (10)

n

kao i da rjeSenja jednatine (7) treba traZiti samo za te A, tj. medu rjeSenjima
jednatine

T" +a’u’R7T =0. (11)
Poznato nam je, od ranije, da je rje¥enje ove jednaine

T,(®) =a,cos(ap,t/R) + b, sin(ap,t/R), (12)

- gdjesu a, i b, proizvoljne konstante. Uvrstimo H, sada, (8), (12) i( 10) u (4),
- zakhuci¢emo da su rjeSenja problema (1) + (2') oblika: ‘
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u,(p,t) = [aﬂ cos(ap”r/R) + b, sin(au"t/R)] Jo(u,,p/R) . (13)
gdiesu @, i b, zasada neodredene konstante.

Primjenom principa linearne superpozicije dolazimo do zakljucka da je i funkcija

u(p,t) :i [a“ cos(ap,t/R) +b, sin(aunt/R)] J.(rp/R), (14

n=1

rje¥enje problema (1) +(2°).
Konstante a, i b,, koje figuri¥u u (14), odredimo pomocu pocetnih uslova (3}, tj.
razvijanjem datih funkcija f(p) i F(p) ured po Besselovim funkcijama. Dobiemo

fo) =3 al (me/®) - (15)

n=1

Fp) = 3 % 7 (1,/R). (16)

n=l

Izraunavanje koeficijenata a, i b,, pomoéu formula (15) 1 (16), je povezano s

problemom razvitka date funkcije u beskonacan red po Besselovim funkcijama. Pri
tome se koristi, kao poznata, Cinjenica da su Besselove funkcije ortogonalne, tj. da
vrijedi- :

R
J‘Jo(p"p/R) Ja(l.tkp/R)pdp =0, zak=#n. (17)
3 .

Integracijom, &lan po €lan, reda dobivenog iz (15), nakon mnoZenja sa
pJ, (p p/ R), i primjene relacije ortogonalnasti (17), dobifemo

[F @7, (ep/R) pdp = a, |72 (nep/R) pdp
0 0
Znaci

[£@)7.(.0/R) pdp

a (18)

n

R
[72(n.p/Ry pap
] ‘

Na isti nadin bismo, poiazeéi od (16), dosli do zakljutka da je
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()7, (.0/R) pdp
b o= B8 ‘ . (19)

R’
o1 (ue/R) pdp
0

Na kraju zaklju€imo: rjeSenje problema(1") + (2") + (3') bie funkcija u(p,¢), data
sa (13} u kojoj su koeficijentia, i b, odredenisa (18)1i(19).

Napomena:
U odredivanju korijena (nula) Besselovih funkcija (ovdje nula jednaine (9))

pomaZu nam tablice i formula za njihovo pribliZzno raCunanje (vidi prethodni
zadatak, str. 138).

Umjesto formula (18) i (19) za ratunanje koeficijenata @, i b, mogu se koristiti i

n

formule:

a, = W _[f(P)J (H,,P/R) pdp (189

pa— 2 ’
b, WIITRY j ()7, (1.0/R) pep. 199

Primjer 1. Nadi sopstvene oscilacije homogene krnZne membrane polupretnika
R =1, utvrifene na konturi ako u pofetnom momentu ona predstavija poviSinu
obrtnog paraboloida, a pofetna brzina joj je jednaka nuli.

RjeSenje: Radijjalne oscilacije kruZne membrane radijusa R = 1 odredene su, u
naSem slucaju, prema (1871 (19, sa

u(nty = Y [M,, cos(ap,,0) + N, sin(ap, 0] J,(m,.), (1)

m=1

gdje su , 5 .
Mom = rf(r)‘]o(r,'l'om )dr! )
T (o) 6{.
2
N,, = ——— |rF(r)J (rn,, ) dr,
alond{ (Bon) 5 I

a |, pozitivne nule Besselove funkcije J (1)
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Funkcije f(r) i F(r)suodredene podetnim uslovima

a . .
g =) | =F). @
ot
U naem sluaju je
u|g = AU=F), | 29

jer je jednatina obrtnog paraboloida sa slike data sa

1 2 2

—(A-u) =x" +y°,

4 y
tako da je .
' u(x,y) =A[1 —(x* +y? )], 3)
pa funkcija u(x,y), ucilindri¢nim koorinatama (, 8, ), ima oblik

u(r) =A(l-r"). (3
Prema tome, drugi od uslova (2) glasi:

ouyp .
=0 =0. - @"

MT -
- 180,0, A)

(sl 11)
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S obzirom da je, prema (2), (271 (2")

f() = AQ-r*) i
F(ry = 0,

koeficijenti M, 1N, reda (1}, bie odredeni sa:

om?

1

M, = r(l—r*)J (ru,, )dr i
v (um !

Nom- = 0'

Da bismo izradunali koeficijente M, , razbi¢emo integral, pomocu kojeg su oni
izraZeni, na dva sabirka:

1

M, - 24 Jra-rt)r eua)ar =
_ Jl (l‘l‘am)o ’ S
: 1 1 :
- 2A [ raougar = [ r,0u,,)drf =
Jl (p'om) 0 : - 0
=_“2...2:.4..._(11+12)_ @)
Jl (p'om)

U njthovom ratunanju koristiéemo sljedece, dobro poznate, formule:

.

J' tJ,(tydt =xJ, (x),
J _

| jt31a(t)dt = 2%, (%) + (x* —4x)J, (%)
0

ismjenu r = t/p_. . Dobicemo

i Hom 1
L = 4 J'zf @dr = —J, (1,,)

l“"am- 0 uam
|
I, = — Ir3fo(t)dt =

om 0

2 1 4
3 JO (p'om) + ‘Il (l‘l'am) - T‘Il (“'om) -

om oht * om
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Uzimajuéi u obzir &injenicu da je J,(p,, ) = 0, imaéemo

4
I +1, = T‘Il (g ) -

oam

Prema tome,

84
: p“::m Jl (l‘]‘nm)

om

ana osnovu toga ¢e trazeno rjesenje biti

u(r,t) = 84 Z ;5";”(;’:1)) cos(ap,,t) .
= om “ 1 ont

Jednacine provodenja toplote

Sada demo posmatrati razne tipove jednadina provodenja toplote i dati njihova
rjeSenja, u obliku reda ili integrala, kada su pored jednadine dati i podetni i rubni
uslovi. Sve ove jednacine su paraboli¢kog tipa.

4.1. Jednacina provodenja toplote u ogranitenom stapu

Sirenje toplote kroz &tap ogranicene duZine moZe se opisati pomoéu funkcije u (x,)
koja predstavlja temperaturu u momentu ¢ u tatkama poprecnog presjeka Stapa,
koje se nalaze na rastojanju x od kraja koji je uzet za koordinatni podetak. Da bi
temperatura u svim tatkama posmatranog presjeka bila jednaka, u datom momentu
¢, pretpostavi¢emo da je 3tap dovoljno uzak i toplotno izolovan s bocnih strana, tj.
da se toplota §iri samo duZ x-ose.

0

(sl. 12)
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Pomocu zakona fizike se dolazi do zakljuka da ée funkcija u(x,¢), u tom slugaju,
biti rjeSenje parcijalne diferencijalne jednacine paraboli€kog tipa

¢, 0u du
Ot =cp* .
ax( 8x] @ Cp@ L

ukojojsu k, ¢, p fizikalni parametri,a f(x,¢) toplota koju isijava toplotni izvor

u tacki .x, u momentu £

Zahomogeni §tap su parametri k, ¢, p konstantni, tako da jednagina (1) prima oblik
du » 8%u

— =ga° + F(x,0), 2
ot ox? o) @

dieje a® =k(cp)™ koeficijent provodljivosti toplote, a F(x,) = (¢ p)™ f(x,2).
g P

Ako ne postoji toplotni izvor, tj. ako je f(x, #) = 0, jednadina (2) se svodi na
Jjednadinu ,

Z =gt ' 3)

PotraZimo ono rjeSenje u(x,t) parcijalne diferencijalne jednacine (3) koje zadovo-
ljava

pocetni uslov:

u(x0) =), 0<£x<L, @
gdje je @ (x) neprekidna funkcija ia koju je

e(0) =) =0
i rubne (graniéne) uslove:

u(0,6) =0, w(Lt) =0, 0<e<T. )]

RjeSenje problema (3) + (4) + (5) éemo traZiti Founerovom metodom razdvajanja,
promjenljivih, tj. u obliku:

ulx,t) = X(x)7T(). ()]
Uvrstimo li (6} u (3), dobi¢emo '

T”(t) _ Xﬂ‘(x)
AT X(x)
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Vidimo da su ovdje promjenljive razdvojéne, tj. lijeva strana jednakosti zavisi samo
od ¢, a desna samo od x. Po§to su promjenljive x i f nezavisne, obje strane ove
jednacine moraju biti konstantne. Oznacimo 1i tu konstantu sa —X, dobicemo jedna-
kost

T"(t) _ X"(x) - —}L
a’T()  X(x)

2

koja se raspada na dvije obi¢ne diferencijalne jednacine:

X”(x)+?LX(i) =0, A>00V (%)

T'(t) + AT (t) =0. )
Opéte rjefenje jednadine () je
X(x)= Asin(«/ix) + Bcos(ﬁx), za A >0,

gdje su A i B proizvoljne konstante, koje ¢emo odrediti pomocu rubnih uslova.
Rubni uslovi za jednadinu (+) primaju oblik -

X(0)y=0 i X(L)=0. )]
Njihovim uvrétavanjéin.u opste rjeSenje jednac";ine (*), dobijamo
| B=0 i Asin(vAL)=0,
tako da e svojstvene vrijednosti problema (x) + (5') biti
A, = (mw:/L)2 , n=L2..
i njima odgovarajuée svojsﬁrcne funkcije h
X, (x) = sin mcx/L), n=12... (7)
Za ovako dobivene svojstvéne vrijednosti A, je rje¥enje jednatine ()

T,(t) = a,exp [—(mca ) L)2 t} (&)

gdje su @, proizvoljne konstante.

(1) U suprotnom bi jednadina (%), uz rubni uslov X(0) = X(L) =0, imala samo trivijalne rjeSenje
X(x)y=0.
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Prema tome, rjeSenje problema (3) + (5) Ce biti svaka funkcija oblika:

u,(x,t) =anexp{:—(nna/L)2t}sin mtx/L), n=L2.., (9)

u kojoj su @, proizvoljne konstante.

S obzirom na linearnost jednadine (3) i homogenost dosad koristenih rubnih usIova
bice i funkcija .

=0}

u(x,t)y = Zu (x1), ) (10)

dobivena superpozicijom funkcija (9), takode rjefenje problema (3) + (5.
Konstante a, ¢emo odrediti pomo¢u poletnih uslova (4) koji nas dovode do
jednakosti:

@ (x) = ia" sin(nmx/L). : _ -(.4")

Odavde vidimo da su konstante a, Fourierovi koeﬁcqenu razvitka funkcije @ (x)
u Founerov red, po sinusima. Prcma tome, Co

a, =% (p(v)sin(nnv/l,)dv. | {11)

O ey [

S obzirom da redovi dobiveni formalnim diferenciranjem reda (10) po x i ¢,
ravnomjerno konvergiraju na skupu {(x,t) t0<x<L,02¢% T}, red (10) se

(134

moZe diferencirati "€lan po &lan".

Prema tome, funkcija u(x,1), odredena sa (9), (10) i (11), je stvarno rje¥enje
problema (3) + (4) + (5).

Uvrstimo li izraz za a, u (9), dobi¢emo |

u(xt) =

ho'———,

{%2 Xp [—(nna /L)2 t} sin (HTW/L) sin(mcx/L)](p(v)dv =

jG(x,v e (v)a'v

L=

ako sa G (x, v,1) obiljeiimo izraz u uglatoj zagradi.
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Funkcija G (x,v,¢) je poznata kao funkcija temperaturnog djelovanja trenutnog
izvora toplote. : :

4.2, Jednadina provodenja toplote u neogranitenom stapu

Matematiki problem provodenja toplote kroz neogranifeni $tap svodi se na rjea-
vanje jednadine parabolickog tipa

ou —klﬁ-

ot ox? | W
&ije rjeSenje u(x,t) treba da zadovoljava pocetni uslov
| u(x0) = f(x), -—w<x<w, @)
u kojem je f{x) data funkcija. .
Rjefenje jednaline (1) éemo traZiti u_obliku

u(x,t) =T ()cosb(x —a), (3

gdje su a, b konstante, a T zasad neodredena funkcija od ¢, odstupajuci pri tome
donekle od uobi¢ajenog metoda da se rjefenje trazi u obliku u(x,t) =T (£) X (x),
gdjesui T(r) i X(x) neodredene funkcije. Iz (3), diferenciranjem, dobijamo:

O Treosbx—a)

ot

% _Tbsinb(x—a) : )
Ox :

62u 2

— =-Th*cosb{x—a).

ox’ .

Ako uvrstimo (4) u (1), dobi¢emo jednaginu
T' = —k*b°T,

fije je rjelenje
T(@t) = exp(—k2 bzt) ,

u kojem je za konstantu integracije uzeta jedinica.
Prema tome, dobili smo rjeSenje jednacine (1) u obliku
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u(x,t) = exp(—k*b*t)cosb(x —a).

Na osnovu principa linearne superpozicije, jasno je da ¢e i

43040

w(x,1) =“’F(a,b)e-“”2‘ cosbh(x —a)dadb, (5)
biti rjefenje jednacine (1), gdje je F proizvoljna funkcija.
Uzmemo li F(a,b) = G(a), iz (5) éemo dobiti

u(x,t) = jG(a)da Texp(—kz b*1)cosbh(x —a)db.

200

Odavde, koriStenjem rezultata

Texp(—kzbZt) cosb(x—a)db = ﬁ exp(-(x —a)z },
kAt

e 4kt
dobijamo 7 | .
Vr F (x —a)*
u(x,1) = ﬁjf}(a) exp| —2= = ]da. (6)
Akouvrstimo 2=% = & u(6), dobicemo
2t
w(E t) = 2JETG(x+2k§JE)e'¢2 dE . )

Zahtjev da (7) zadovoljava poCetni uslov (2) ée nas dovesti do zakljucka da je tada
f(x) = 24n jG(x)e‘i’ de |

odakle, uzimajuéi u obzir da je

Te‘ﬁ:dg = r,

-

dobijamo

N
Gx) = anf(X)-
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Prema tome, rjeSenje problema ¢1) + (2) je dato sa

w(xt) = %:Ef(x +2kENE) e7E dE

4.3. Jednadina provodenja toplote u poluograniéenom Stapu

Ovaj problem se svodi na rje§avanje jednadine

ou _ o> o’u

5 pw (x=20,t20),
I

s pocetnim uslovom

w(x0) = f(x)  (x20)
gdje je f poznata funkcija, i rubnim uslovom
- u(0)=0 (t=0)
PotraZimo rjeSenje u obliku

b

u(x,t) = e *sinax, _

gdje su a i b konstante. Diferenciranjem izraza (4), dobijamo izvode

-

ou

'6— = —be_b[SMax,

t

Ou —bt

6_ = qge " cosax, \
x .

8u - bt .

' por = —~a’ e Psinax.
x

Njihovim uvritavanjem u (1) dobiemo
b = (ak)?,

tako da je rjeSenje jednacine (1), koje smo traZili u obliku (4)

—(ak)?t

u(x,t) = e sinax.

Prema principu linearne superpozicije, rjeSenje jednacine (1) ée biti i

u(x,t) = IF(a.) e i ax da,
: .
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gdje je F proizvoljna funkcija.
Otigledno ono zadovoljava i rubni uslov (3).
Da bismo obezbjedili daiuslov (2) bude zadovoljen, uvrs_timo (6)u (2). Dobi¢emo

+oo
fx) = jF(a)sinax da,
0
odakle, koriste¢i teoriju Fourierovih integrala, dobijamo

Fa) = 2 [ f()sinaxdx. )
n 0

Prema tome, rjeSenje problema (1) + (2) + (3) je dato sa (6), gdje je funkcija F
odredena sa (7).

4.4. Provodenje toplote u dvodimenzionalnom prostoru

Proces Sirenja toplote, u ploi(D) = {(x, y)l O<x<a, 0<y< b} , Se moZe opi-

sati funkcijom u(x, y,7) koja pokazuje temperaturu u tatki (x,y) plo€e, u trenutku
t. Primjenom fizikalnih zakona se pokazuje da je funkcija u(x,y,t) rjefenje
parcijalne diferencijalne jednacine hiperboliCkog tipa

2 z
u _ al 0’u +6_u i (1)
ot oxt 8y’ .

u kojoj je a® koeficijent temperaturne 2provodlji\n:)sti. U sludaju kada je ploca
napravljena od homogenog materijala @ = const.

Jednatina (1) je poznata kao jednadina provodenja toplote kroz plo¢u. Njeno
fundamentalno rjefenje je eksponencijalna funkcija

— 1 LY R % |
G (280 —mexp[{(x & +(y-n)/4a’]. @

Pokazuje se da je, za po dijelovima neprekidnu i ograni¢enu funkciju ¢ (x,y), 1
funkcija - ' '

u(x,yt) = J J‘G(x,y,E_,,-q,‘t) @ (£,m) d&dn o . 3)

rjefenje jednadine (1) i da zadovoljava poetni uslov

u(x,30) = o(xy).
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Osimtoga, # je ogranifena funkcija, neprekidna u tatkama neprekidnosti funkcije
P (xy).
Kao ilustraciju rjeavanja jednacine toplotne provodljivosti u dvodimenzionalnom

prostoru nave§femo sljedeci primjer:
Primjer 1. Rjesiti problem

Ou 8'u 0'u

— =k +

ot ot oy’
provodenja toplote kroz homogenu plo&u

D): O<x<a, 0<y<bh,

traZeci, pri tome, ono rjefenje u(x,y¢) koje zadovoljava sljedece

J, t>0 (k=const) (1)

rubne uslove:

u(0,yt) =190

Ou(a,y,t) 0 . O<y<b, t>0
dx

Su(x0,1) _ 0 1)
% O<x<a, t>0

Oulx,b,t) =0 :
oy )

1 pocetni uslov:
u(x,,0)=x +y, O<x<a, 0<y<b. 1n

Rjesenje: Naslici 13 je prikazan tipi¢an unutragnji problem provodenja toplote za
pravougaonik.

U ovom zadatku je temperatura u(x, y,¢) na rubu pravougaonika x =0, 0< y< b,
jednaka nuli, dok ¢e proces $irenja toplote kroz datu pravougaonu plodu:

D ={(xy): 0<x<a, 0<y< b},

u bilo kom trenutku 0 < ¢ < oo, biti odreden parcijalnom diferencijalnom jednadi-
nom (1) i rubnim uslovima (1. '
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u(apy)t) - ayyyt) =‘0

L 4

(sl. 13)

Da bismo rjesili rubni problem (1) + (1), sa pofetnim uslovom (1"}, posluZi¢emo se
metodom razdvajanja promjenljivih, znadi traZiti rjefenje u obliku

u(x R0 = WO d(xy). @
Stavimo li (2} u (1}, dobiéemo

1y 62¢(x,y)+52¢(x,)’) I _ 5
koy(t) & @ ¢

Odavde dobijamo dvije diferencijalne jednagine:

W) +k My () =0, >0 | (3)
i
2 2 .
Q-i)-+§-—d-)—+?u¢=0, O<x<a, O<y<b G
axZ ay?. .

uz rubne uslove
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DIFERENCIALNE JEDNACINE

$(0,y) =0, O<y<b?d

%@y _ o, o<y<b
Ox

-——~—a¢(x’0) =0, 0O<x<a ’ )
2 .

M:0, D<x<a.
dy

Time se rabni problem (1) + (1") sveo na rubni problem (4) + (4") koji je jedno-
stavniji. I ovdje éemo primjeniti metod razdvajanja promjenljivih, tj. traZiti rjeSenje
u obliku '

| d(6y) = X(X) Y (). (5)

Ako ovo uvrstimo v jednadinu (4), dobi¢emo

XY + XY" + L XY =0, g

X Y ’ '
X v
X Y
Tako ée se rubni problem (4) + (4') raspasti na dva rubna problema: jednadinu

X" +uX = 0 - | (6)
s rubnim uslovima:

oo | ®
i jednadinu

Y'4+vY =0 | (7)

s rubnim uslovima:
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Y'(0) =0 '
© | "
Y'(b) =0. .
Opite rjeSenje jednadine (6) ima oblik
X(x) = Acos(yJux) + Bsin(y/ux).
Odavde je
X'(x) = - Afusin(yfux) + Byfucos(y/ux).
Kako je, prema (6)
X(0)=0, . A=0,
ostaje:
X(x) = Bsin(y/ux)
X'(xy=R ucos(\/;x).
S obzirom da, prema (6", treba da bude
X'(a)=0, tj. Bqn cos(\/;:a) =0,
dobijamo
1
Jua = [m+5)n, m=012..,
znadi
1 2 2 I .
p.m=[m+——~} I, m=012... (8)
2) &t

Sopstvene vrijednosti rubnog problema (6) + (6"} date su sa (8), 2 odgovarajuée im
sopstvene funkcije imaju oblik

X, (x) = sin(m%JE, m=012,... )

a

Sada ¢emo rjesiti rubni problem (7) + (7). Opéte rjeSenje jednatine _(7) ima oblik
Y(3) = Ccos(~'vy) + Dsin(v'vy) ,

a odavde je
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Y'(y) = -C Jvsin(vvy) + Dveos(\vy).

Na osnovu (7'} je

Y'(hh)=0, t. D=0,
tako da je

Y(y) = Coeos('vy),

Y'(y) = —Cvsin(vwy).
Dalje

Y(b) =0, povladi sin(vb)=0,
odakle slijedi

odnosno

v, ﬁ(_), n=12 ... (10)

Sa (10) su odredene sopstvene vrijednosti rubnog problema (7) +(7'), a odgova-
rajuée im sopstvene funkcije su

Y,(y) = cos[%y} n=L2 ... (11)

S obzirom na (5) i &injenicu da je A =u + v, dobivamo sopstvene vrijednosti
rubnog problema (4) + (4")

: .
_ 1 1 ]’12 2 )
7“'""""{(“5} ;:*“g?}“ = . (12)

m=012 .., n=12 .

i odgovarajuée im sopstvene funkcije
4,5y =X, (0¥, (y) = SiIIHm +%]ﬂ—x} COS(%)’) (13)
m=012.., n=L2...
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Prema tome, opSte rjeSenje jednacine (3), u kojoj moramo uzetidaje A =4, jer
rubni problem (4) + (4") nema rjefenje za svako A, ve€ samo za A =4, glasi

W(t) = Cexp(~iAe),

odnosno
Y, () =C, exp(—kA t), m=0,1,2.., n=12... (14)
Dakle, sopstvene funkcije rubnog problema (1) + (1) su
U, (xy.t)=C_, exp(—kk_ t)sin [[m —1—%) E:' cos['nzyj , (15)
. a

gdje su A, datisa (12). Superpozicijom rjeSenja (15), dobi¢emo funkciju
u(x3,t) = 2> Co GXP(—kMJ)Sm[[m +%J H] %s{nzy] (16)
m=0n=1 ‘ a

koja je, takode, rieSenje tog problema. Koeficijenti C, su zasada neodredene

mu

konstante, koje éemo odrediti pomodu podetnog uslova (1) , tj. iz jednakosti

x+y= ZOZ:‘C'” sin[(m+%}2—x}cos[n—:—yj . (17)

Ako jednakost (17) pomnoZimo sa

o 1\nx Ry
_qb,m,(x,y) = sm[(m+2J » }cos(—bv]

1 integrifemo, ¢lan po ¢lan, dobiéemo
&

[fern @, Gy)dxay

D

JJ[@ 0] dxdy
S obzirom da je |
a b
O e R o e S
0 o 0 _

bice
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a b '
C,. -4 (x +y) sin m+l 2 cos| 12 dxdy =
ab 2) a
00
a b
=i X sin m+l X lax feos |2 dy +
ab 2)a
L i
: 0
a ~ ' b
+J‘sm ( +1J-T-t-x-}dx J‘ycos(m—xj dy
_ a b
0 0
i konacno
4b[(—1)" —1] :
py = T m=012..,#rn=12... (18)
) 1 2.3
m+=| n'm
2
Odavde je o&igledno, za:
n= 2%, C,, = 0

b (19)
(2m+1)(2n +1)* n*

m=o,1,2,'....,n'=0,1,2,...

n=2k+1, Copm =

VKonacno, rjeSenje rubnog problema (1) + (1 ") s po&etnim uslovom (1") je, prema
(17) 1 (19), funkcija

- ) 2 2
o+ 58l ) e o]
T m=0n=0 (2m+ 1}{2n+1) 2a b

-sin[(2m +nx / 2] cos[(2n+D)ny/b] .
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5. 'Laplaceov operator, Laplaceova jednadina.

Diferencijalni operator drugog reda

2 2 2 .
A= 0 00 (1)
axz ayZ az2 .

nazivamo Laplaceovim operatorom ili laplasianom i on je, VJerovamo, najzna-
Eajniji operator matematicke fizike.

U najvaZnijim koordinatnim sistemima dvo- i tro— dimenzionalnog prostora,
laplasian izgleda ovako

u dvodimenzionalnom prostoru:

2 2 .
An = 2 2‘ + %{ (u pravouglim koordinatama)
x y ,
2 Al ‘
Au = Ou -i—la—u + —La %= (u polarnim koordinatama)
ot ror ¥ o0’ : -

;
18( u) 1 8%

=S r= =
Lror\_ or rt 80t

u trodimenzionalnom prostoru:
8’u 0'u o'u

Au = + + {(u pravou lﬁnkoordinatama)
axt oyt et P &

Ay =

8'uw 18u 1 8*uw 2%*u

B Do Rl =z

ot ror rfeet ozt
2z

-
18( éu 1 9%u 6

= —— F— +_. rr———
ror\ or #* 887 6

. a2 2 ' 2
Au=5u+g§rﬁ+i6u+ctg(p6u+ 1 0°u _

2 2 2

ot ror rog ¥ %-r;sinz(p-ﬁﬂ:a -

' 16(2&:} 1 a( Bu I 8’u
= | |+ $inQ — | + ——s——
rPor\ ér) rising 09 8p) r’sin’o 00
(u sfernim koordinatama)

Laplasian se moZe smatrati poopstenim izvodom, izvoda drugog reda, ftmkcue
jedne promjenljive, na viSedimenzionalni sludaj.

(u cilindriénim koordinatama)
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DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Jednacina
Au =0, o (2)

u kojoj je # nepoznata funkcija, naziva se Laplaceovom jednacdinom.

Laplaceova jednalina ima beskonatno mnogo rjefenja. RjeSava se na isti na&in kao
i prethodno rjeSavani problemi matematicke fizike, primjenom metode razdvajanja
promjenljivih, §to ¢emo vidjeti na primjerima.
Recimo jo¥ da se svaka funkcija koja je neprekidna i ima neprekidne izvode prvog i
drugog reda, u nekoj oblasti D, i pored toga, zadovoljava Laplaceovu jednainu u
toj oblasti, naziva harmonijskom funkcijom.

Pokazuje se da je funkcija

1 ..
u(xyz) = —, gdieje r=q(x—x,)* +(y-y,)* +(z-2,)?,
,.

harmonijska u svakoj oblasti koja ne sadrZi talku (x,,y,,z,). Funkcija u = L se
. Is
zove fundamentalnim rjeSenjem Laplaceove jednadine (1).

Analogno bi se do8lo do zakljulka da je i funkcija

1 L
u(x,yy ==, gdjeje r=.\/(x —xa)2 +(y—y0)2,
F

harmonijska u svakoj oblasti, koja ne sadrZi tatku (x,,y,). I ona se zove funda-
mentalnim rjeSenjem Laplaceove jednafine u dvodimenzionalnom prostoru.

Dobro je poznata i veza izmedu harmonijskih i analiti¢kih funkcija:
ako je funkcija

f@D=uxy)+ivix,y), z=x+iy (xye R)
analitika u nekoj oblasti, tada su njen realni dio u«(x,y) i imaginarni dio v (x, y)

harmonijske funkcije u toj oblasti.

Vidimo da su za Laplaceov operator jedino- u Descartesovom koordinatnom
sisternu koeficijenti uz izvode konstantni, §to ima za posljedicu da se problemi u
drugim koordinatnim sistemima rjeSavaju teZe.

Postavlja se pitanje kakav je smisao Laplaceovog operatora i u kakvom je odnosu
suma tri parcijalna izvoda drugog reda prema zakonima prirode?

Odgovor na postavljeno pitanje je povezan sa &injenicom da laplasijan funkcije
ornogucava da se izvr¥i procjena funkcue u nekoj taCki pomocu vrijednosti koje
ona prima u susjednim tatkama.

Prema tome, moZe se odrediti rjeSenje jednaine u nekoj oblasti prostora kO_]B na
rubu oblasti prima unaprijed zadane vnjednosm

"Tako se, u vezi s Laplaceovom Jednacmom, mogu formulisati sljedei problemi:
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II - JEDNACINE MATEMATICKE FIZIKE

1° Unutrasnji Dirichletov problem kojim se traZi funkeija u(x,y,z) koja zado-
voljava Laplaceovu jednainu u oblasti D ukljucujuéi i povr§ § koja je ograni-
¢ava, a podudara se s datom neprekidnom funkcijom f = f(x,y,z) u tatkama P
rubne povrdi S,tj. u(P)=f(P), (VPeS).

2° Spoljasnji Dirichletov problem se definife analogno, s tim $to se u ovom
slufaju pretpostavlja da funkcija u(x,y,z) zadovoljava Laplaceovu jednadinu
izvan oblasti D ida postoji limu(P), kada se taka P neograni¥eno udaljava.

Tustrujmo to slikom u sluaju dvodimenzionalnog prostora

(sl. 14) (sl. IS)

Sada éemo navesti primjere rubnih problema za Laplaceovu jednadinu koji se rjesa-
vaju primjenom metode razdvajanja promjenljivih. '

5.1. Laplaceova jednacina u Descartesovim koordinatama
za dvodimenzionalni prostor

Na¢i ono rjeSenje Laplaceove jednadine

2 2
ou +@_ = 0, - (1)
o’ oyt

u'polu_prostoru 0<x<a, 0<y< o kojezadovoljavarubne uslove
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DIFERENCITALNE JEDNACINE

u(O,yy=0,  u(ay) =0

u(x,0) = A(l—ﬁ} u(x,0) = 0. )
[#)

U rjegavanju jednaéine D posluiiéemo se metodom razdvajanja

Rjesenije:
promjenljivih. PotraZimo rjefenje u obliku
u(xy) =X@x) Y (y). 3)
&

Haay X
0} a
(sl. 16)
Uvrstimo 1i (3) u (1),. dobi¢emo
S S
X Y
X"+rX =0 ®
Y -AY =0. &)
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Il - JEDNACINE MATEMATICKE FIZIKE

Opéte rjeSenje jednacine (4) ima oblik _
X(x) = A e + Ay e, (6)
a opite rjeSenje jednadine (5) bice
Y(y):B,efﬁ} B, e, %)
Na osnovu (2) rubni uslovi za jednadinu (4) glase

X(0)=0 |
X(a) = 0.

Ako ovo uvrstimo u (6), dobiéemo sistem po A 1A,

A + A, = 0
} ®)

Ae™ T 1 A e = 0.

- Ovaj sistem od dvije linearne homogene algebarske jednaline po A, i A,, imace
netrivijalnih rjefenja samo ako je determinanta tog sistema jednaka nuli

1 1 ~0 .
eaﬁ e“ﬂ'\l‘_h - i t'].
e~ r = gedh odnosno e+ =1, 4
.eZam . e2rmt" n= 0, il, i‘2, ver e
Odavde izlazi
N o= BT n=0%L %2 .., i ®
a
2
x:(ﬂ), n‘—“o,il,iz, .
a
tako da je
N L n=0%1,+2..,
a
pa (7) prima oblik
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DIFERENCITALNE JEDNACINE

ey Ly

Y(y) = Be * +B,e “. (10)

Kako je A, = —A,, rjefenje (6), jednadine (4), bife

X(x) = A [e « - ewf] = 2A1isin(ﬂ]. (11)
a
Ovdje je jo§ iskoristen 1 Eulerov obrazac, koji glasi:
e = cosa + isino, (+)
dakle
e %" =cosa — isind , | ()

tako daiz (%) i (%%) (sabiranjem, odnosno oduzimanjem) dobivamo

1 . 4 1 ) .
cosa. = —(e® +e™ '), sino = —{(e"' —e™ "),
2. 2i )

Zarazlifite r uzecemo razliéite konstante, pa s obzirom na (3), (10) 1 (11) imamo

' = - nIX
u,(x,y)=lae* +be * sin{—].

a

Zbog lineamosti jednagine (1) i homogenosti dosad iskoriStenih rubnih uslova,
rjefenje nafeg problema bice i funkcija

w6y = Du ey, G

=1 a

u(x,y) = i [ane% + b,e _%J Sin[ﬂj . (12)

Za odredivanje konstanti @, i b, iskoristi¢emo jo$ dva preostala uslova iz (2),
prema kojim je:

Coy _'°° [ nmx .
u(x,0) ",,Z:‘(a" +b,,.) sm[ - J, tj.
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Il - JEDNACINE MATEMATICKE FIZIKE

() -genau(=)

S obzirom da je ovo razvitak funkcije A[l ———j u Fourieroif'_red, koeficijente

a
(a, + b,) moZemo izrafunati prema poznatom obrascu
' a

a,+b, = 24 J.(l —-f) sm[’mx) dx,
a a a

Q

odakle dobijamo
a,+b, = 2—A .
: nn
Da bi bio ispunjen uslov u{x, ) = 0, iz (12) je ofigledno da mora biﬁ
a,=0, n=123..,

pa na osnovu toga u (13) ostaje

b =£, n=123%.. .

h
R

Dakle, traZeno rjeSenje je

umy) = 23 1L,

T =l

a sm(n’rcx /a)

3|n—-

&ime je postavljéni problem rjesen.

5.2. Laplaceova jednacina u Descartesovim koordinatama
za trodimenzionalni prostor

Nadéi rjeSenje Laplaceove jednaline
2 2 2
0°u + 0 u + 0 u

-0
oxt oyt o’

unutar pravouglog paralelepipeda, uz rubne ustove
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DIFERENCITALNE JEDNAC"INE

Z
¢
Qb eeeeeeemeemnnefeennann, .
b y
a
X
(sl. 17)
u(0,y,z) =0, u(ayz) =0
w(x0z) =0, . u(x,bz)=0 : (2)
u{x,y0) =9, u(x,ye) =0,
Rjesenje:

Rjesenje ove jednacine traZi¢emo u obliku
u(xnz) = v(xy) Z(2). | ©)
Ako (3) uvrstimo u (1), dobi€emo

3. 2 i
9 0z ivzr =0,
ot ay?

a odavde izlazi
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I - JEDNACINE MATEMATICKE FIZIKE

T Oy 2,
v Z.

Na osnovu zadanih rubnih uslova (2) za funkciju u(x,yz), preformulisaemo
rubni problem za funkciju v (x, y) koja je rjefenje jednaline

8ty 8*v
+
6x1_ ay*

+hv =10 4)
i tako dobiti

5)

v(0,y) =0, vigyy=0
v(x,0) =20, vix,b) =0.

S rubnim problemom (4) + (5} smo se veé sreliu sluaju pravougaone membrane.
Tada smo nasli da su sopstvene funkcije tog problema

2 L nmx) . [ mmy '
v (x%y) = \[Esm( - ]sm[ . ], (6)

ortonormirane i da su njima odgovarajuée sopstvene vrijednosti

x=n[(.g]+(%ﬂ | G

Ostalo je jo§ da rjefimo jednatinu Z" —AZ = 0, zapravo

2" =x,,,Z2=0.
Njenim rjeSavanjem dobicemo

2(z) = A et o p ol ®)

Na osnovu (3), {6) i (8) imamo:

u(x,y,z)=ii(AmezM +B,,,,,e“"~’m)-J%'sm(”ﬂsm[m;‘y}. ©)

n=1 m=1

Sada ¢emo da odredimo proizvoljne konstante 'A,,m i B,, pomocu posljednja dva,
od rubnih uslova (2), koje dosad nismo koristili:

171



DIFERENCITALNE JEDNACINE

5= (A, +B,) = sin(””“] sm(m:yj (10)

0=ii[flmecm +Bme“”mjﬁ sin[?] sm[’m‘yj. (11)

Prema obrascima za izraCunavanje koeficijenata dvostrukog Fourierovog reda,
dobivamo, iz (10)1 (11):

ab

A, +B,. = 28 Isin[nﬁx]sm(mny) dx dy
ab o a b
0 .

=]
.Q
e

I
Sl e
Qw’o”
T
5
N
=
2 [a
e
—
on
2.
TN
3
ol ]
<
A
a
j

0
_2Vab T g
= [1-CD"[1-¢-»"]

A . ec,f}\.nm " Bnme—c-\.‘lnm =0

nm

odnosno, sistempo A, i B

nm

_28ab f
A, +B = p— [1 (-1 ][1 (-1) ]

(12)
A etV LB eV g

Hm

~.

Rjesavanjem sistema (12) dobivamo

A

P
. [1 D 1--n"] S—— Sh(cm) - (13)

e~ [1 D" ]1--p"] = e \/:) (14)
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Iz (13) i (14) vidimo da su samo oni koeficijenti A, i B,, razliéiti od nule koji

il

imaju obadva indeksa nepama. Prema tome, fraZeno. rjeSenje Laplaceove
jednaéine (1) bice:

iz . (2n+1)7:xsin(2m+1)ny )
=0 m=0 (2n+1)(2m+1) a b

—Cfhop iy NS
e 2n+1,2m+1 ez ’12n+1‘2m+-1 B e Zn+1,2m+1 e_z b\'Zn-#I.ZnH-l
Sh(co\j}bz,,+1.2m+] ) Sh’(c‘\' }‘2:1+1.2m+1 ) .

Kako je prema (7)

ux,y,z} =

a

——e m+1Y (2m+1)
}L‘Zn+l,2m+1 =T + b *

to definitivno dobijamo

45 & & e(f‘zwlznﬂ.zmn —(c- Z)’\]‘?"Zﬂ+lzm+1 (2n+1)7ﬁx _@m+Dmy
ulx,yz) = — Z sin .
mom=0  (2r+1)(2m+1) sh(cfhy, 10mer) a b

Primjenom “hiperbolnog analogona” za Eulerov obrazac, prema kojem je

A

shz=(e*—e™ ™) /2,

traZeno rjefenje primice oblik:

) z
(2n+1)rtx Sin(Zm-;l)rry sh{ﬁ(c—z)\/(znﬂj +(2m+1) }
a u b
u(x,y,z )w——zz .

=0 m=0 2 2
(2n+1)(2m+1) sh[nc\/(““] +("""“) }
° b

5.3. Laplaceova jednacina u cilindri¢nim koordinatama

Rjefiti Laplaceovu jednadinu

2
O0u lial‘_ M._o (1)

8r ror  &2°

uz uslove
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|4(0,2)| < +o, % yul =0 | @)
or el
' Ou :
u(r0) = a, — + Bu =0. (3)
oz -

Rijesenje: Rjefenje jednaine (1) traZi¢emo u obliku
u(r,z) = R(r) Z(z). - (4).

Uvrstimo Li (4) u (1), dobi¢emo

RZ+1RZ+RZ =0, i
¥

[R" + lR’]z = -RZ",
r
§to nas, razdvajanjem promjenljivih, dovodi do zakljuka da mora biti

rR+lp .
__—r = —Z_ =3 —l.:
R z

Tako dobijamo dvije obi¢ne diferencijalne jednaline
Z'-AZ =10 i
1

R"+=-R +ALER =0,
'8

kojim odgovaraju, redom, rjeSenja

Z(z) = Ach(zvh) + Bsh(zd)) )
R(@) =CJ,(r/&) + DN, (r1).

Prema tome, rjeSenje jednacine (1) bice
w(rz) = [c 3 Ry + DNa(r'Jx)] [Ach(zﬁ) + Bsh(z\/x)].

- S obzirom na uslov | u(0,2) | < +oo, zakljufujemo da mora biti D = (. Ako uzme-
mo C =1, dobi¢emo
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R(r) =J,(rh), ! ©)
znali

w(r,z) =T (%) [Ach(Zx/x) + Bsh(z\/x)] .
Kako je

cu

= O’

or r=1
to je

R(r) Z(z) + YR(DZ(D)| , =
t.

R} +yRQA) = 0. ' (7)
Podto je , :

R'(r) = AT (R, | | 8)

to (7), na osnovﬁ (6)1(8), prelaziu
NI )y +y T, (R = 0. 9)

Oznadimo sa Ay, Ay, 103, ... kvadrate pozmvmh korijena jednacine (9). To Ce biti
sopstvene vrijednosti nafeg problema, dok e odgovarajuée it sopstvene funkcije

biti
K, (r,z) = [Am &h(zM) + B, sh(zm)] 1, ().

Superpozicijom ovih rjefenja dobivamo rjeSenje

w(n2) =Y [A,chahn) + B, shiah )] 1., (0)

m=1

za koje je

Z [A sh(zfhon ) + B, ch(z[;)]J_J (r.\/:) (11)

S obzirom na uslove (3), odavde imamo:
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iA T, ()

i [40 sh (AR + By (B, s o rfh) +

LMS i

[A ch(H\R ) + By sh(HD )] T, (r\/ﬂ)

Sada éemo funkciju ¢ (r} = @ razviti u Dini-Besselov red. PoSto je v > 0, saglasno

stim bicea /P + v > 0. Dobicemo

A, = _I[rfo(r\/ﬁ)dr =
Eaze

_ 200 - MJ d
(YY) 2GR [

Ranije smo vidjeli da je

J'z.fa(z)dé = 27,(2).

Dakle,

Za\/jf W) 20 Tifin)

BT T SN TH S

S obzirom na (9) imamo

Ve o) = =vI, )
tako da je
20y

(7 +r, ) )

Iz (11), koristeéi drugi uslov iz (3), dobivamo

Am
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= S [pencain) i sk, +
+ B, [Bsh.(H\/}:) +Mch([i\/ﬂ)]} I, (rfh).

Odavde izlazi

B, =g BENb) g kYY)
t T Bsh(HAh )+, ch(H )

Na osnovu rezultata (12) i (13), rjefenje (10) moZemo konatno napisati u obliku:

) | v
u(nz) = 2(17 - . _
mzt:(?’ + X M (A,

Beh(H LA ﬂm) +—J sh(H,/ om J
Neh(z X, ) — sh{z A, )
[ BSh (H U o ) + \1 om Ch (H U oril ) ]

odnosnoe

J (r A
wne = 20”;(«/ +?»( )ft}_)

Bsh[(H—z)\/:] +\/—ch[(H z)\/_]

Bsh(H\A,, ) ++fA,, ch(HX,)

5.4. Laplaceova jednacina u cilindri¢nim koordinatama u sluéaju

radijalnih oscilacija
Gornja osnova cilindara koji stoji na izolovanoj osnovi, zagrijava 58 ravnomjerno
rasporedemm protokom toplote gustine g u pravcu paralelnom osi cilindra. Boéna

povr$ina cilindara slobodno se rashladujc vazduhom ¢ cqa ]e temperatura nula Naéi
stacionarni raspored temperature u cilindru.

Rjesenje: Matematicki se ovaj zadatak svodi na rjeSavanje Laplaceove
JjednaCine u cilindri¢nim koordinatama, za 0 = const, tj. jednaine oblika
3254 1 au . 0%u
8r2- ror o7

-0, W
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DIFERENCIJALNE JEDNACINE

uz uslove
dul o _g %yl om0 Eay| =0 >0 @
Ozl =0 .0z P or r=R

Rjesenje jednadine (1) traZi¢emo u obliku

u(nz) = f(r)g(2). G
Ako uvrstimo (3) u (1), dobi¢emo

” 1 r "
f8+;fé'+fg =

odakle, razdvajanjem promjenljivih, dobijamo

freft g,
f g
tj. dvije jednaCine
| P Erf ArPAf=0 0 i )
g"—-Ag = 0. 3)

Ranije smo pokazali ([24], str. 383 ) da Besselova jednatina
P+ f +(FPA-nt)f =0 ©)
ima jedno partikularno rjeSenje oblika

NN

Jednatina (4) je specijalan stuaj jednacine (6) kad se u njoj stavi n =, pa prema
tome, rieSenje jednaline (4) bice oblika -

Cfy =T, | ©)

Jasno je da, s obzirom na treéi uslov u (2), ovo rje¥enje nece pdstojati za svako A.
QOpste rjeSenje jednagine (5) ima oblik -

g(2) = Ae?* 4 Be= @

| gdjesu Ai B proizvoljné konstante.
Sada éemo iskoristiti treéi od uslova iz (2), tj. zahtjev da je
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é—ti+}'u =0. ' (6")

r =R
S obzirom na (3), (6")i(6"), imamo
TR +9T, (R = 0. 0
Alko radi pojednostavljenja daljnjeg rauna stavimo
R =, . \/JT:% ,
(7) €e primiti oblik:
pJ, (W +yRJT, (W) = 0. , (8)

Oznadimo sa M,, 1, Uj.... pozitivne korijene ove jednaline. Tada, u jednakosti
" (6"), koja je oblika

F(ry=T,(re/R),
mora, s obzirom na(6"), dabude p =p _, . Tako je_

fua®) = T (rn, /R),  m=12..,
pa ¢e, prema (3) u (), funkcije u,, biti definisane sa:

um(r,z) =Ja(r“m/R) (Amezl-lm.'R + Bme—zp,,,.fR_),

gdjesu A i B, proizvoljne konstante.
Superpozicijom rjeSenja dobi¢emo

u(rz) = iJa (rpm_/R)(Amez”"‘fR + Bme‘z“”"'R). )]
m=1

Sada treba jof da odredimo proizvoljne konstante A_i B,,, azato ¢emo Koristiti
jo§ ona dva preostala uslova iz (2).

Znaci

m=1 "

2 S (rw /R B (A = ), )
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Bu

oz z=0

> 7. (run/B) (4 = Bo)pa/R = 0,

paiz =0, Tt

izlazi

B, =A,.

Ako sada (11) uvrstimo u (9), dobi¢emo | ‘
u(rz) = Zi J, (rp.m/R) Amch(zpm/R),
m=1
taf(o da e biti
Z—: - ZZ n, A, sh(zu, /R) J,(ru, /R) IR
S obzirom na dmgi uslov iz (2), tj. zahtjev da je
g =k — )

62 =M

1marmo

¢ =23, A, sh(Hu,[R),(ru,/R) IR.
m=l

(Odavde ¢emo izradunati koeficijente A, na sljedeci nacin:
Funkciju @ (r) = g razvi¢emo u Dini—Besselov red i staviti

71
a, = 2k 2 sh{H RYA .
Tako ¢emo dobiti

g = i amJG(rum_/R).

m=1
Ako u jednadinu
o, (W) +Prsip) =0,

saglasno sa (8), stavimo v =, Ly YR, dobifemo
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= 2q i I (r \ .
o R2(1+(VR/u,,,)2)Jj(u,,,) E':r_ oArua/B) ar

: 2 2 Bm
2q u‘m R J‘z‘}’o(z)dz =

R*(R*y? +pl) 2w, ul 3

2 Hom
= — g - zJ (2)dz.

U ratunanju integrala

Q = _[zfo(z) dz

koristi¢emo poznate relacije

a odavde, s obzirom na (16):

Prema tome

tako da je

Dakle,

Ji(z) = -7, (2) , (16)
2, (2) = zJ.(2) +v ] (2).
Ako u ovom posljednjem obrascu stavimo v =1, dobi¢emo
zJ,(z) = zJ](2) + J,(2),
2 (2) = 2J1(z) = T'(2) . (17
0 = jzln(z)dz = sz{(z)dz ~J,(2) =2J,(2),
W Hm
[27.@dz = 20,2 = wdi,) = —rTh,) -
o 0 . :
29 B, d (1)

(R*y* +p2) T2 (k,)
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Prema (8), je dalje

2Ryq

a, = :
(RZ'YZ +]J'f2i‘l)JU (1)

Odavde, s obzirom na (14), dobijamo

2Ryq
(RPy? +pi) T (1)

= 2k u,A, sh(Hu, /R)/R,

tako da na kraju izlazi

2 .
Ay = 2,2 zR 2 . (18)
ki, (RPy" +u) sh(Hu, /R) T,(1,)

Uvrstimo 1 (18) u (12), dobiéemo traZeno rjeSenje

2q Ry & J,(r1a/R) ?h(zum/R)
— 2

u(rz) = A ou, Ry +u2), () sh{Hp, /R)

5.5. Dirichletov problem za krug
Rjesiti unutragnji Dirichletov problem za Laplaceovu jedna¢inu
2 2 .
Q_T” Lou g (1)
Ox oy* :
znat, odrediti funkciju = u(x, y) koja, unutar kruga
C = {(x,y)‘ xt+y? = RZ},
zadovoljava tu jednatinu, a na krugu C prima unaprijed zadanu vrijednost. Ovaj
problem éemo rjediti u polarnim koordinatama p, 8, definisanim sa:
x =pcosB, y =psinG.
Jedna&ina (1) u polarnim koordinatama glasi: -
2 0 Zu Ou 8 2”
—+

o = Q. 2
op’ pap 80° @

p
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‘TraZe¢i njeno rjefenje u obliku proizvoda
u(p,8) = R(p)T(8),
dobi¢emo jednacinu

p’R'T +pR'T +RT" = 0,

u kojoj se promjenljive mogu razdvojiti, tj. ona se moZe pisati u obliku:

_pZRu__pRr 3 Tﬂ

= ~k?,
R T

gdje je k = const.

Odavde dobijamo dvije obitne diferenéijalne jednadine
T'®) + k*T(8) =0 i
pIR'(p) + pR(p) —k*R(p) = 0.

Opite rjefenje jednacine (4) je za k # 0, dato sa |
T(B) = acos kO + bsink0,

a jednacine (5), koja je Eulerovog ﬁpa, sa

R(p)=cpt +dp™,

gdje su @, b, ¢, d proizvoljne konétante.

U siu¢aju &k =0, rjeenja jednadina (4) i (5) biée_
T®)=a+bo i
R(p) = ¢ +dlnp,

redom. Znafi, dobili smo sljedeca rjefenja jednacine (1) :

u = (acosk® + bsink®)(cp* +dp™*) za k=0

u=(a+b0)(c +dlnp)

gdjesu a, b, ¢, i d proizvoljne konstante, .

o8

(4)

(5)

(6)
)

Konstante g, b, ¢, d odredimo tako da dobijemo rjefenje postavljenog problema.
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S obzirom da dodavanje broja 2n promjenljivoj 6, odgovara jednom obilasku oko
kruga i da pri tom funkcija u(p, 6 + 2n) mora primiti istu vrijednosti da bi funk-
cija u bila periodi¢na s periodom 2, konstanta k, koja se pojavljuje u (6), mora
biti cio broj, znadi k=1, £2, +3 ..., a,u(7), konstanta b =0.

Tako dobijamo sljedeca rjefenja

u,(p,8) =(a,cosnd + b, sinnG)(c" pt+d, pT"y n=L2,... (8

u,(p,8) =a,(c,+d,np). 9)

Poéto traZena funkcija mora biti neprekidna u svakoj tacki unutra¥nje oblasti kruga
C, paprematomeiutacki p =0, jasnoje,damorabiti d,=d, =0 (n=12,...).

Uvedemo li oznake

A =2a.c A =arc

na osnovu (8) i (9) dobi¢emo sljedeca rjeSenja
u,(p,0) = A, /2
u,(p,0) =(A,cosn8 + B, sinnB)p”", (n=12..).

Na osnovu principa linearne superpozicije dobicemo rjeSenje

u(p, (10)

S obzirom na pretpostavku da funkcija » unutar kruga C prima unaprijed zadanu
vrijednost, recimo

u(p,8) = g(8),
gdje je g(B) data funkcija, iz (10} dobijamo

g(®) = 2

n=1

odakle slijedi da je

"

A = --17 Ig(e)cosne a6
TP :

(11)

B, =— jg(e)smne de.
np' s
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Napomena: Umjesto beskonalnog reda (10) rjeSenje Dirichletovog problema
se moZe predstaviti u obliku odredenog integrala poznatog kao Poissonov integral.
Do tog prikaza se dolazi uvritavanjem izraza za koeficijente A, i B,, datihu (11),
u rjeSenje (10). Tako dobijamo:

2 - @ noix : ’ .
u(p,8) = i J; gla)da +ln Z(%) J;g(q) [cos(na)cog(n9)+§in(na)sin(n6) ]da =

n=l

-] _[ {1+Zi (p/R)" cos[n(@—a)]}g(a)da =
Fi] ) n=l .

_EE

1 T m. A r{0-a}i ~n{0-a)i
=£_‘[{1+§(p/R) [e O g gt ’] } g(a)da =

= 51; Il 1+i (p/R)" €™ + i(p/R)ne_"w'“" Je(oydo =
0 n=1 n=| .

1 2 pei(o—u) pe—i(o—a)
= |{1+ ' ‘ a)do =
1 2x Rz_ 2 .
= _J'[ 7 i 2 ]g(a)dot. . 42
2ny " R*—2pRcos(@-a)+p

.....

se naziva Poissonovom integralnom formulom.

Prema Poissonovoj formuli se potencijal & u tacki (p,9) moZe smatrati teZinskom
sredinom potencijala susjednih tataka. TeZinska funkcija, koja je oblika

(si. 18)
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Rz ___p_1
R* =2pRcos(B —at)+p?

- naziva se Poissonovim jezgrom.

Iz Poissonovog jezgra se moZe vidjeti koliko uti€e poloZaj tatke na potencijal (sL.
18). Posto je nazivnik Poissonovog izraza jednak kvadratu rastojanja izmedu
tataka (p,B) i (R, o), za granitne vrijednosti (R, a.) bliske (p,8), on ée biti veoma
malen, tako da Ce jezgro biti veoma veliko. U tom sluZaju, vrijednost g(c.) bitno
utie na vrijednost integrala. NaZalost, kada se tatka(p,9 ) nalazi po volji blizu ruba
p = R, Poissonovo jezgro neogranifeno raste, pa zbog toga, nije podesno za radu-
nanje vrijednosti rje$enja. U tom slutaju zgodnije je koristiti redove.

Posto je potencijal u centru kruga, prema Poissonovoj formuli

2T
u(00) = = [g(@)do,
2r H

vidimo da je potencijal u centru kruga jednak srednjoj vrijednosti potencijala na
kruZnici.

Samo na prvi pogled bi neupuéenima moglo izgledati da Dirichletov problem
moZda i nije tako vaZan s obzirom da je oblast u kojoj se on rjefava jednostavna. To
Je, naravno, povezano s ¢injenicom da se Laplaceova jednacina pojednostavijuje
ako je oblast u kojoj se problem rjefava krug, kvadrat, poluravan ... .

5.6. Rjesavanje Dirichletovog problema un kfuinom prstenu
RjeSiti Dirichletov problem za Laplaceovu jednatinu
ol , o'
oxt oy’

-0 M

u oblasti izmedu dva kruga polupretnika R, i R,, uzrubne uslove

U

r=R1 :(Pl(e)’ ulr:Rz =(P2(e)-

RjeSenje: Uvodenjem polarnih koordinata (r,0) jednadina (1) ée primiti oblik

, 0tu du B'u
Ll S kS

=0, 2
or? or 08° @

a rubni uslovi biti:
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u(R,8) =¢,(8)
u(R,,8) = ¢,(6).

&

3

y

(sl. 19)

Dakle, treba rjediti rubni problem (2) + (3).

Za rjelavanje ovog problema treba koristiti prethodni problem tj. "Dirichletov
problem za krug".

S obzirom na prirodu problema rjefenje mora da bude 2n-periodina funkcua od
0, tj. mora biti
Cu(n 0 +2n) =u(r8) zasvako r

Na osnovu prethodnog primjera rje$enje jednacine (2) bice

w(r,8) =(A,+B, Inr) + i[(Aﬁr" -s—B,,r'”)cosn 8+(C r" +D r™")sinn G]. 4

n=t
Poito je R, < r £ R,, ovdje mogu ostati koeficijenti B,, B,1 D za n =1 2,...

Za odredivanje koeficijenata A, A, ,B,,B,,C, i D, koristicemo date rubne uslo-
ve (3), tj.
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9(8) =(A, +B,Inr) + i[(A"RI" +B,R")cosn 0+(C, R +D,R")sinn 6]  (5)

n=1
0,(8)=(A,+B,Inr) + i[(A"R;’ +B,R;" )cosnB+(C R +D_R;" )sinn 9]. (6)
n=1

Izrazi na desnim stranama (5) i (6) predstavljaju razvitak u Fourierov red funkcije
¢,(8), odnosno funkcije ¢, (). Izrafunajmo koeficijente tih razvitaka:

w _

R
I

I(pl(e)cosne d8 = AR +BR"

-

oy’ = = [p,®)d0 = A, +B,InR,
2w ¢

R

B, s% f‘Pl(a)sin_”@dé = C,.R +D,R”

il

o® E% [0:(0)cosn0d0 = A R: +BR;"

af? = - [0,©)d0 A, +B,InR,
2 ¢ .

@ :;t‘ fo.®)sinn6d8 = C,&; +D,R;",

: M LM pm (2)
gdiesu o’ a,’, B, o, a

radi kradeg pisanja. RjeSavanjem sisterna

(2) n(2)

¢ *Fn

odredeni brojevi. Ove oznake smo uveli

AR’ +BR" =a® }
AR, +BR" = a¥
se dobija ' |
. Dp~n _ (2)p-n ) (1)Rn (2 pn L
A :an RZ 0"n R! , B" =_an 2 an ‘Rl (7)

n

R'R;" —R"R] RIR;" -RT"R!

Isto tako, rjefavanjem sistema
C.Rl +D,R" =B
CHR; + DnRZ‘n = Bfnz} ?
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dobijamo _
C = Bil)R;n +B512)R[“n , D =- Bfal)R; _szz}Rln . (8)
RI'R;" —R["R; R'R;" —R['R;
Analogno, iz
A, + B,InR = a®’
A, + B,InR, =a.”,
nalazimo
L ey (2) ) _
) _9o, InR) —a InR B - O, =0, ©)
InR, ~InR, InR, -InR,

Sada, na osnovu (4), (7), (8) 1 (9) dobivamo rjesenje naseg rubnog problema (2)+(3):

( (2) ) _
a,’ InR, —a InR, PRl AT

u(r,0) =
InR, —InR, InR, ~InR,

cosn0 +

n=1

(D p- Q)p- (1) (2 -
+ i (CX.” RZH_G-M ‘Rln)rbe —(G'n RZ —an Rl")r !
RIR; —Ri'R]

(Dp-n _ {2)Yp-n no_ (lypn - (2Ypn —n.
+ (Bn RZ Bn Rl )I‘ (Bu RZ Bn Rl )r sinrze .
RIR;" ~R"R]

Poissonova jednacina

Naéi rjiefenje Poissonove jednaline

2 2
ou,0u__, (1
ax Oy _ — :
. b b .
u pravougaoniku 0 < x < a, —5 <y< 5> ako Je ono na rubu fog pravougao-
nika jednako nuli.

RjeSenje: Znadi, rubni uslovi za ovaj problem su dati sa:
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A

¥

21

Nk

Y

(sl. 20)

u(0,y) =0, u(@y) =0 | @)
u(x,~b/2) =0, u(x,b/2)=0.

Posto jednacina (1) nije homogena njeno rieSenje Cemo traZiti u obliku zbira jednog
rjeSenje te jednacine, koje ¢emo oznafiti sa v(x,y), i rjeSenja w(x,y) pridruZene
joj homogene jednadine ’

2 2 '
0u + ?.....Li =0, 1"
ax? eyt
tj. u obliku
w6y =v(6y) £ wlxy). - (3

Potrazimo rje§§nje jednacine (1) u obliku polinoma
v(x,y) = Ax* + Bx +C,

zahtjevajuét pri tome da zadovoljava rubne uslove: _
v(0.y)=0, viay)=0, _ : €Y

dok ée rjeSenje w(x,y), narubu pravougaonika, uzimati vrjednosti
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w(0,y) =0, wiagy) = 0 ©)

w(x,—b/2) = —v(x), w(xb/2)=—-v(x)
S obzirom na (3), uslovi (4) i (5) proizilaze iz zadanih rubnih uslova (2).
Najprije éemo odrediti funkciju »: '

2 2
v =Axt+Br+C, 2V =24, 22 0.
‘ ox’® By’

Prema (1) dobivamo

2A+0=-2, zpali A=-1
Da bismo odredili B i C, iskoristi¢emo rubne uslove (4}):

v(0,y)=C=0, vigy)=—a’ +Ba=0, tj. B=a.

Prema tome, imamo

v(xy) =v(x)=x(@-x). | (6)
Posmatrajmo sada jednainu

2 2.,
0 g 9 Y =0. N0
x dy

Dabismo rjesili rubni problem (5) + (7), rjeSenje jednacine (7) Cemo potraZitiu obliku
wixy) = X(x) Y (y). , (8)

Tako ée se jednaCina (7) raspasti na dvije jednacine

X"+AX =0 , (%)

Y" -AY =0 (%)
kojim odgovaraju rjeSenja

X(x) = Ae™V 4 Ajem I ©)

Y(y) = Be'* + B (10)

redom. Rubni uslovi za jednadinu (*) imaju oblik X(0} =0 i X(a) = 0. Akoih
uvrstimo u op3te rjeSenje X (x) te jednacine, dobi¢emo sistempo A, i A,:
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A + A, =0
Ae™ + Aem P =0,

Ovaj homogem linearni sistem jednadina imace nett1v1_]a1n1h rjefenja ako j je deter-
minanta sistema jednaka nuli, tj.

It

1 1
i 0..

Odavde se dobija

Af = -_-@, tj_ A :(nﬂ:/a)z,

- a

dakle

N _ (&)

a .

Kakoje A, =—A4,, toje

X(x) = A [em“_ - e_TJ = 2iA, sin(nﬂ:x/a) Y

S obzirom na (8), (A), (9") i (10), dobivamo

nay _nmy :
w (xy) =|ae® +be ¢ |sin n:'tx/a).

Superpozicijom ovih rjefenja dobivamo rjesenje

n=1

- nmy _nmy
w{x,y) :Z(ane “ +he * Jsin(mtx/a)', (1D

gdje su a, i b, proizvoljne konstante koje éemo odrediti iz rubnih uslova 5)
koristeéi relacgu (6). Prema tome:

b - _nnb mrb

w[x,—g) = ;[a e 29 +bh el ]sm(nﬂ:x/a)
b = nwh .mtb

w(x, —2—] = ; [ane 20 +he 24 } sm(n‘.rcx/a)
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Fourierove koeficijente funkcije —v (x), koji stoje u zagradama, izratunaéemo po
formuli

_nmb b 24
ae * +be? = __Iv(x)sm(nnx/a)dx;
a 0
odnosno, iz druge relacije
nmb _amb 24 '
ae + b,e 2¢ — —_Iv(x)sm(nnx/a)dx.
: a

0

1z ovih posljednjih dviju jedna&ina dobivaimo

rb _hmb nnb _rmb
bnela_e 2a =an eZa__e 2a .

odakle izlazi

Koristeéi ovo imamo

aﬂ(e t+e J === !v(x)sm(nnx/a)cix,
i -

1 T ) .

= m lx(x ——a)sm(n'.rrx/a)dx.

Kada se ovaj integral izraluna, dobiée se

] ~2a*[1-(-1)" ]
ach(nnb/2a) n’n? ‘

Dakle, svi koeficijenti s parnim indeksima biée jednaki nuli, tj.
a,, =0, za n=123.., (1)

tako da e ostati samo koeficijenti s neparnim indeksima
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4a* 1 : 1 :
2n+l =- - N - O, P 13
¢ n: (2n+1)° ch[(2n +1)n b/Za] " b2 13

Na osnovu (11), (12) i (13) dobivamo

(14)

__8a2 & Sin[(211+1):zx/a] ch[(3"+1)“)’/“]
W(.xd’)‘" o ; (2n+1p ch[(2n+1)7tb/3a]-

Prema (3), (6) i (14), rjeSenje naSeg rubnog problema bice

8a* i sin[(zn + l)xx/a] Ch[(ln + l)ny/a]

P S ey chl2n+ l)nb/Za] '

u(xy) =x(@a-x) -

- Rjesavanje par cijalnih d]ferencualmh wdnacma pr mnenom .

“metoda konformnih preslikavanja =

Uvedimo, najprije, pojam konformnog preslikavanja:

Preslikavanje w = £(z) kompleksne ravni (z) u kompleksnu ravan (w) zvaéemo
konformnim preslikavanjem u ta€ki z, ravni(z) (ili konformnim preslikava-
njem prve vrste) ako je funkcija w = f(z) analiticka utatki z, i f'(z,) # 0.
Preslikavanje w = f(z)- bi¢e konformno u oblasti G ako je ono konformno u
svakoj tacki te oblasti.

Svako konformno preslikavanje kole se vr§1 pomoéu neke analititke funkcije fima
sljedece osobine:

1° ono &uva, tj. ne mjenja uglove po velifini i smjeru.
2° koeficijent deformacije za fiksnu tatku, ne zavisi od praveca.
Preslikavanje koje se od konformnog razlikuje samo po tome 5to mjenja orijen-

taciju ugla nazivamo antikonformnim presllkavanjem ili konformnim preslika-
vanjem druge vrste.

Metod konformnih preslikavanja nam omoguéava da rje§imo neke dvodimenzio-
nalne rubne probleme za bilo koju oblast G, tako da ovu oblast konformno
preslikamo u drugu, jednostavniju oblast G": krug, kruZni prsten, kvadrat, ... , pa
problem rjesimo za tu novu oblast.

Prednost ovog metoda u odnosu na dosad najte$ée kori¥¢eni Fourierov metod
razdvajanja promjenljivih, koji se primjenjivao samo na sluCajeve specijalnih
kontura je u tome §to se on moZe primjenjivati na znatno $iru klast oblasti. Njegov
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znacaj je utoliko vedi jer se on koristi u rjeSavanju brojnih ﬁzikalni_h_problenia,
ukljucujuéi Laplaceovn jednacinu u dvodimenzionalnom prostoru.
Tako, na primjer, ako se od nas traZi da rjefimo Laplaceovu jednainu

Pu + 9, =0,

sa zadanim rubnim uslovima za neku oblast G, nepravilnog oblika, sadrZanu u
(z)-ravni, tada treba taj problem transformisati u neki novi problem &ije bi rjefenie
bilo, takode, rjefenje Laplaceove jednaine

¢, +D, =0,

u,

ali sada, u nekoj jednostavnijoj oblasti G,,, (w) ravni.

y F 3 : vd\

G

w

—
WD | o, @20

stara kontwra N
0 x 0| rova kontura !

¥

(si. 21)

Primjetimo vaznu cm_]emcu

Laplaceova jednaéma jeinvarijantna u odnosn na konformno preshkavanje,
i doka¥imo tu vaZnu tvrdnju;

Tvrdnja: Ako je preslikavanje

w=F() = u(ny) + vny) | 0

konformno prve ili druge vrste (tj. konformno ili antikonformno), tada ono Lapla-
ceovu jedna€inu

Ae =0, za funkcip @ = @(x,y) . @)
prevodi u Laplaceovu jedna&inu | ‘

AD =0, zafunkciju @ = ®(u,v), (3)
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gdieje © (wv) = @ (x( V), Y ).

Dokaz: Zbog pretpostavke da je funkcija f(z) analititka u oblasti G, ida je
f'(z} # 0 utojoblasti, bice i

D(M,V)
(23| = 0, C))
DU | o
pa se jednadine
u=u(x,y), v=v(xy
mogu rjesiti po x i y. Tako dobijamo

x=x(v), y=yQUv)
Tada je:

1l

9, Q,u; +20,uy, +@ v +D u, +O v

uy y ¥y

Il

. =D ul +20 uv, +O v +O u +0 v, } 5)

Uvritavanjem ovako dobivenih izraza @ , i ¢ ,, uLaplaceovu _]ednacmu Ap =4,
dobiéemo

(uf +uy2)(DW + 2(u, v, +t,tyvy)(1)uv + (v;‘ +vy2 o, + } ©
+(u, +u, )0, + (v, +v )P, =0
S obzirom da za konformno preslikavanje f vaZe Cauchy-Riemannove jednafine
U, = v, U, ==V, |

a slino i za antikonformno preslikavanje

i ¢injenicu da su realni i imaginarni dio u i v analitiCke funkcije harmom]ske
funkcije, imamo .

2 2,2 2 _ .
u; +u, =v, +v,, wuv +uy =0, } e

Uyt Uy, = 0, v, + v, =0,
tako da se jednatina (6) svodi na Laplaéebvu jednadinu

Wi

o +@ =0,
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Sto je i trebalo dokazati, - _

Sada ¢emo reéi nesto o tome kako se:

1) odreduje konformno preslikavanje za neke oblasti i

2) rjedava dati problem primjenom metoda konformnih preslikavanja.

Sto se tife prvog pitanja, treba znati da nije uvijek lako naéi odgovarajuée kon-
formno preslikavanje. Medutim, postoje priru€nici o konformnim preslikavanji-
ma koji sadrZe veliki broj primjera preslikavanja razli€itih oblasti jednih na druge,
pa se festo, uz malo truda, moZe naéi odgovarajuée preslikavanje za konkretan
slhucaj.

Na drugo pitanje dademo odgovor rjeSavanjem konkretnih problema. To se moZe
ilustrovati rjefavanjem brojnih fizikalnih problema, kao §to su problemi
provodenja toplote, elektrostatiCkog potencijala i protoka te¢nosti, koji se svode na
rjeSavanje Laplaceove jednacine u dvodimenzionalnom prostoru.

Da bismo doéli do problema stacionarosti, recimo najprije 5ta je

7.1. Stacionarnost temperature

U teoriji provodenja toplote fluksom nazivamo koli¢inu toplote koja protekne
tatkom povriine nekog &vrstog tjela, u jedinici vremena, u pravcu normale na tu
povrsinu. _ _

Posto se fluks mjenja kao izvod temperature, u praveu normale na povrsinu, ako ga
oznacimo sa @, bice :

dr :
D =fk—, 1
= )

gdje je k koeficijent proporcionalnosti koji zavisi od toplotne provodljivosti
materijala Evrstog tjela za koji se, inade, pretpostavlja da je homogen.
Posmatranje éemo vr§iti u 3—dimenzionalnom prostoru ograni¢avajudi se, pri tome,
na sluéaj kada temperatura varira samo u odnosu na x i y koordinate, tj. ne zavisi od
koordinate koja je okomita na xy ravan. Pretpostavimo, osim foga, da je ona i
stacionama, tj. nezavisna od vremena i da su funkcija T(x,y) i njeni parcijalni
izvodi prvog i drugog reda neprekidni u svakoj unutra¥njoj tacki tog tijela.

Ovo, zajedno s formulom (1), predstavlja matematicki postulat teorije provodenja
toplote za neku &vrstu tacku tijela u koju fluks neprekidno "uvire” iiz nje "izvire".

Dalje ¢emo, posmatrati unutrasnji element tog tjela koji ima oblik pravougaone
prizme jedini¢ne visine, okomite na xy—ravan i bazu Ax sa Ay,utojravni (sl. 22).
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(sl. 22)

Jasno je da ée promjena temeprature protoka toplote, zavisno od toga da li se
posmatranoj tagki priblizavamo s lijeve ili desne strane, biti jednaka

kT (x,y)Ay ili & T; (x+Ax,y)Ay.
lehova rezultanta se moZe iskazati u obliku

T(x+/_\.xy) T (x.y)
Ax

} Ax Ay,

odnosno
kT, (x,y)Ax Ay, C 2)

ukoliko je Ax veoma malo.

Jasno je da su svi ovi izrazi aproksimativni i da e njihova talnost biti utoliko veca
Sto'su Ax i Ay manji.

Do sli¥nog bi se zakl_]ucka doslo ukoliko bi s radilo o gubljenju toplote kroz

"donp odnosno "gomji" element posmatrane povrSine. Uzimajuéi u obzir tu
Cinjenicu, dobiCemo

-kT,, (x, y)Ax Ay. ' & ' 3)
S obzirom da toplota “ulazi" ili "izlazi" u posmatrani element povrSine samo s ove
Zetiri strane, kao 1 da se temperatura unutar tog elementa povriine ne mjenja, suma
izraza (1) i (2) bi¢e jednaka 0, tj. :

T, (%) + T, (xy) )
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5to-znali da funkcija T zadovoljava Laplaceovu Jednacmu u svako_; unutrasnj()j
tacki posmatranog tjela. -

S obzirom na &injenicu da su funkcua T(x, y) i njem parcualm izvodi neprekidne.
funkcue Jjasno je da je u unutra¥njosti posmatranog tjela ' harmonijska funkcua
odxiy.

Povrine odredene jednalinom T(x,y) = C, gdie je C realna konstanta, su izoter-
me rasporedene na tom Cvrstom tjelu. Mozemo ih posmatrati kao krive u xy—ravni.

T(x,y} se mo¥e interpretirati kao temperatura plo€ice napravljene od tankog,
termicki izolovanog materijala.

Gradijent od T je okoinit na izeterme u svakoj tacki, a maksimalan fluks ée, u
svakoj tacki, biti okomit na njega.

Ako sa T(x,y) obiljeZimo temperaturu tanke plocice i ako je funkcija S(x, y)
harmonijski konjugovana. funkciji T(x,y), tada ée vektor tangente na krivu

S(x,y) = C biti jednak gradijentu funkcue T(x,y) usvakoj:tacki (x y) u k0}0_1 _]e
analitickom funkeijom

T(x,y) + iS(x,y)

odredeno konformno preslikavanje.

Ako jeizvod u pravcu normale d7/dr jednak nuli duz dijela ruba ploce, tada ¢e i
fluks toplote, kroz taj dio ruba biti jednak nuii.

Time smo izvr§jli pripremu za rje$avanje problema stacmnarnostl temperature u
poluogranicenoj plodi, poznatog kao

7.2. Dirichletov problem za gornju poluravan

Odredimo, sada, formulu za stacionarnost temperature u tankoj polubeskonadnoj
ploizakojuje y = 0, &ijaje povriinaizolovana, arub y = O zadrZava temperaturu
0 svugdjeizuzev djeladuzi: —1 < x < 1, y = 0, nakojem je ona jednaka I (sl. 23).

y ¢ 1=l VT 7=l B’
Ee— -
e
A B ¢ D D&
— ' < ‘> haan ® 'Y Z——
=0 1 T=1 1 T=0 * log TTD B
(sl.23)
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Funkeija T bi€e ogranic¢ena: Ovaj uslov je prirodan ako se uzme da je posmatrana
ploca graniCni slucaj plofe: —o < x <+w, 0 <y <y, &ji gomji rub, kada y,
raste, zadrZzava fiksnu temperaturu. Ovaj rubni problem se moZe matematicki
formulisati na sljedeéi nain:

Problem 1.

Rjesiti Laplaceovu jednacinu
T, (xy) +T, (xy) =0, (-wo<x <+, 0 sy <+o) (1)

uz rubne uslove |

0, :za jx| >1

1, za !x| <L

T(x0) ={ @

i'|T(x, y)l < M za —0 < X < o, gdje je M pozitivna konstanta,

Ovaj problem je poznat kao Dirichletov problem za gornju poluravan.

Rjelenje: Lako se mo¥e provijeriti da se funkcijom

S Ei *)
z+1 '
gommja poluravan (z)-ravni konformno preslikava na traku §irine T (w)-ravni, tj.
skup tafaka

‘ {(u,v) T < <+, 0<v<n},
pri Cemu:
1) dio prave: y =0, -1 < x <1, (z)-ravni, na kojem je potencijal T =1,
prelaziupravu v =7, —o < u< + o, u (w)ravni, dok

2) .dvije zrake: y=0, x>1 i y=0, x< -1 (z)}ravni prelaze redom u
pozitivu i negativnu poluosu realne ose, (w)-ravni.

Time je rjeSavanje problema (1) + (2) svedeno na rjefavanje mnogo jednostavnijeg
problema -

R +62<D
ou’ ov?

=0 —-d<u<+w, O<v<T, (3)

(1Y R.V. Churchill: "Introduction to complex variables and applications”, J,’ 948, Tabela xmn.sfor-
macija oblasti, str. 209,

200



ey

I - JEDNACINE MATEMATICKE FIZIRE -

uz rubni uslov .

D) = 0

O(m) = 1 _

yll Y r 3
T=0 -1 T=l 1 T=oX | “
(sl.24)
Rjefenje rubnog problema (3) + (4) je
vy = . (5)
_ T |

- Dabismo dobili rjeSenje polaznog rubnog problema potrebno je v izraziti preko x i
¥, patako dobiven izraz uvrstiti u (5).

Kako je

=
I

U+iv = h{z_hlii =
z+1

. z—1
+ farg| —— 1, ,
[z+1}

arg(x +iy}y =arctg(y/ x) _

:lnE__]'

z+1

- kad se uzme u obzir da je

dobija se
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» z—-1 - (x-1)+iy _

v_argLH} arg[(x+1)+iy}

_ arg (x> +y* -1 +2ip | _
(x+1)? +y?

2y
=arctg| 45— |.
x°+y -1

Uvrdtavanjem ovako dobivenog v = v(x,y) u (5), dobiéemo rjefenje rubnog
problema (1) + (2)

2y
T(xy)——arct —— A
- ng +y? -—1}

7.3. Dirichletov problem za dva nekoncentri¢na kruga

Qdrediti potencijal unutar oblasti izmedu dvije nekoncentriéne kruZnice
Ch x*+y =1
C: (x~1)? -l—y2 =9,

ako je potencijal na manjoj (unutra$njoj} kruZznici radijusa 1 jednak 1, a na vecoj
(spoljadnjoj) kruZnici jednak 2. -

Rjesenje: Drugim rjefima treba rjesiti problem:

= 0, unutaroblasii G, (1)

uz rubne uslove

Ly =1 na kruZnici C'

¢lxy) =2 na kruZnict C.
Problem se svodi na traZenje odgovarajuéeg konformnog preslikavanja koje ée

oblast G, preslikati u neku Jednostavm_]u oblast G, u kojoj se postavljeni problem
moZe lak3e rjesiti.
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(sl. 25)

U ovom sludaju je ta, jednostavnija, oblast kruZni prsten, ali se traZeno preslika-
vanje ne moze tako lako odrediti. Koristeéi ranije spominjane tabele (str. 234),
dolazimo do zakljucka da se, u ovom sluaju, radi o preshkavanju ko_le se ostvaruje
pomodu bilinearne funkcije

w o= 2p =, 3

ukojojje o = -0146, a B = —685. :
Postupajuéi analogno prethodnom sluaju, tj. uvrtavajuéi z = x + iy, urelaciju

(3) ona e se, nakon izdvajanja realnog i imaginamog dijela kompleksnog broja
w = u + iv, svestna ekvivalentan realni oblik:

B(x a)(x - |3)+y
(x-B)° +y*
=B +y

39

Ovakvim konformnim preslikavanjem se oblast G,, izmedu dvije nekoncentri¢ne
kruZnice C' i C, preslikava u kruZni prsten G, (sl. 26), izmedu kruZnica

K: ur+v =1 i - Gh

203



DIFERENCITALNE JEDNACINE

Kt u® +v? = 6,86. . (5"

w = fiz)

(sl. 26)

Tako se, primjenom konformnog preslikavanja (3), Dirichletov problem (1) + (2)
svodi na Dirichletov problem za kruZni prsten, tj. rjefavanje Laplaceove jednadine -

o N Rt -
ou’ Av?
u prstenu odredenom kruZnicama K i K, uz rubne uslove:
o) = 1  na kruznici K ©)
¢ (V) = 686 na kruznici K" .

Posto rjeSenje treba da bude radijalno-simetri¢no, ovaj problem neée biti te§ko
rjesiti. Ranije smo vidjeli da radijalno-simetri¢no rjefenje Laplaceove jednadine
ima oblik

¢(r} = Alnr + B, rt=u’ +vi.
Odavde, uzimajuéi u obzir rabne uslove (6), dobijamo

o (V) = 057In(u® +v2) +1.

Povratkom na stare promjenljive x i y, u saglasnosti s preslikavanjem (3'),
dobi¢emo rjedenje polaznog problema (1) + (2):

0 (%y) = 057In(u? +v*) +1,
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gdje su u i v odredeni sa(3").

Primjedba: TraZeno konformno preslikavanje, kojim se oblast izmedu dvije

* nekoncentri¢ne kruznice preslikava u oblast izmedu dvije koncentrine kruZnice,
se moglo odrediti i direktno, tj. bez primjene tablica, pomocu preslikavanja pozna-
tih kao kruina ili inverzna preslikavanja ili samo kratko inverzije.

S obzirom da se ovdje radi o dvostruko povezanoj oblasti, ne moZemo primjeniti
Riemannovu teoremu o egzistenciji konformnog preslikavanja prema kojoj omjer
radijusa koncentriénih kruZnica, dobivenih pomocéu tog preslikavanja, moZe biti
bilo koji broj. :

Radi jednostavnosti se moZe uzeti da se centri obje zadane kruZnice nalaze na
realnoj osi i to, recimo da se centar vee kruZnice C, radijusa R, nalazi u tacki
Z = a, acentar manje kruZnice C', radijusa r, utacki z = 0.

(sl. 27)

Uzmemo li, sada, dvije tatke P, i P,, istovremeno, simetri¢ne u odnosu na obje
kruznice C i C’, one ¢e leZati na realnoj osi, anjihove apscise x, i x, ¢ezadovo-
ljavati relacije:

(-x, +a)(~x, +a) = R* : (7)
x,x, =1, _ t)

pa prema tome i relaciju _
L mtm o= (R - —dDa, @
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tako da e, prema Vieteovim formulama, x, i x, biti korijeni kvadratne jednatine
ax* +(R* —r* —a’Yx +ar’ = 0. 10

Diskriminanta ove jednaéine |
D =(R* —r* —a*)? —4a*r*

je pozitivna jer je
R—r>0.

Posmatrajmo sada bilinearnu funkciju

Z-X,
w = )
I-x,

u kojoj su x, i x, apscise taCaka P, i P, redom, odredene jednatinom (10).
Preslikavanje, zadano relacijom (11), preslikava date kruZnice C i C" u koncen-
trine kru€nice K i K' (w)-ravni, prevodeéi pri tom, tacku P,, koja leZi izvan
kru¥nica C i C’, ubeskona¢no daleku tatku w = o, anjoj simetri€nu, u odnosu
nakruZnice C i C',taku P,, u tatku simetri¢nu tafkiw = oo, u odnosunakruZnice
KiK' Kako je tatlki w = oo, simetrina, u odnosu na kruZnice K i K', tatka
w = 0, preslikavanje (11) ée talku P, prevesti u tatku w = 0, koja predstavlja
zajednicki centar kruZnica K i K'. Ukoliko zanemarimo faktor proporcionalnosti
A, Cija promjena moZe dovesti samo do "rastezanja" u (w)-ravni, ali ne uti¢e na omjer
radijusa kruZnica K i K', moZemo smatrati da je time traZeno konformno presli-

kavanje odredeno.

Konkretno, u nafem sludajuje: @ = I, R =3 i r = I, tako da je

XXy

x, +x, =-7.

Prematome, x, i x, se mogu dobiti kao korijeni kvadratne jednatine

x* +7x +1 = 0. ' (10"
Znaéi
| 7494 72445
X, = = , .
2 2 |
x, =—0146, x, =-686, (12)

S§tonas, ako uzmemo o =x, i P =x,, dovodido istogrezultata kao i u sluaju
kad smo do traZenog preslikavanja dogli pomocu tabele za odredivanje konformnih -
preslikavanja. '
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. - Schrodingerova jedna¢ina -

U kvantnoj mehanici se &esto pojavljuju problemi vezani za nalaZenje nivoa
energije i talasnih funkcija Cestica koje se kre€u u nekom polju sila. Pretpostavimo
da se radi o Cestici mase p, koja se kreée u vanjskom polju sile potencijala U (x),
. .s N 2 . . . '

da je y(x,¢) talasna funkcija te Cestice, a ‘ yf (x,t)i dV vjerovatmocdadace se ona
nacéi u okolini 4V tatke x, v momentu ¢, gdje je dV element zapremine.

Da bi se odredila talasna funkcija w(x,t), koja opisuje poloZaj Cestice i njoj
odgovarajuci nivoi energije, treba rjesiti Schrédingerovu jednacinu

2
in? - P aviuw, (1)

ot 20

u kojojje # (= 1,054 - 107 erg-sec) Planckova konstanta.

Ako energija E, posmatrane Cestice, ima odredenu vrjednost, tada njeno stanje
nazivamo stacionarnim. U tom sluaju talasna funkcija ‘¥ (x,¢) ima oblik

i

Yixt) = e " r ¥(x), ' ' 2) |

patalasna funkcija ‘¥'(x), koja sada zavisi samo od jedne promjenljive, saglasno sa
(1), zadovoljava stacionarnu Schridingerovu jednadinu

A‘P—h—(E ~U)¥ = 3)

Osim toga, funkcija ‘¥'(x) mora biti ograni€ena za bilo koju konatnu vrjednost x i
zadovol]avatl usiov _ﬂ ¥ | dx = 1, dobiven fizikalnim rasudivanjem.

Ukoliko vanjske sile zadrZavaju Cesticu u ogranifenoj oblasti prosiora, tako da ona
ne moZe oti¢i u beskona&nost, radiée se o vezanom ili neslobodnom stanju &estice.

Sada ¢emo rje¥avati problem harmonijskog oscilatora koji igra fundamentalnu
nlogu u kvaninoj elektrodinamici, a nalazi i veliku primjenu u prou€avanju raznih
vrsta oscilacija u kristalima i molekulama.

8.1. Harmonijski oscilator ' .

U slu¢aju harmonijskog oscilatora funkcija ¥ zavisi samo od jedne promjcnljlve a
Eesticamase | se krecée u polju potencijalne energije U = 1/2 o’ x?, edjeje x
otklon od ravnoteZnog poloZaja, a ®, svojstvena (ili kruZzna) frekvencija oscila-
tora. Prema tome, Schrédingerova jednafina, za talasnu funkeiju W(x), u sludaju
harmonijskog oscilatora glasi: ‘

207



DIFERENCIIALNE JEDNACINE

a*¥v
dx2

+;—';L(E—;,Lmjx2/2)‘11 =0, (—w<x<+®). (4)

TraZi¢emo, pri tome, one vi‘jednosti energije E za koje je funkcija ¥(x) nepre-
kidna i zadovoljava uslov

j‘Pzdx = 1. | | (5)

Ako uvedemo smjenn

R T o )
Ho, ho,

i, radi pojednostavljenja jednaéine, oznaku

_ 2po’ B wrolat

A‘ hZ ’ hZ

=1, ()

Schrodingerova jedna€ina (4), odnosno uslov (5) ée se svesti na sljedeci oblik:

a*y

+ (A—~E*Y¥ =0, odnosno 4"
de? :
e N 1 ,
J"P dx = — = Juw,/h. )]
o L . .

Time je rjefavanje Schrédingerove jednaine, u slucaju harmonijskog oscilatora,
svedeno na rjeSavanje jednaCine (4 ), uz uslov (5'), koji ima ulogu rubnog uslova.
Pomocu tog uslova mogu se odrediti one vrjednosti A (svojstvene vrjednosti
problema) za koje problem (4) + (5') ima rjeSenje.

Uvodenjem nove funkcije z smjenom
¥ = zexp(£7/2),
jedna€ina (4) e preéi u jednaéinu _
7" 2§z’+(?\,—1)z.: 0. - (6)
Tra%ei njeno rjeSenje u obliku stepenog reda '
-

z = Zaﬂé" . (7

n=0
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dobiéemo
> am-1ag"? - 2Zna E" 4 (A — 1)Zau§" =
=2 =1 =0

tj. |
D [+ +2)a,., - 2na, +(-1) a,Je” = 0
n=0

Odavde slijedi
(n+1)(n+2)a,,, —2na, +(A~Va, = 0,

dakle
) A-(2n+1)

(n DD (n=01,..). (8)

a+d T a,

Pokazu_]e se da je rjefenje z ogranifeno na skupu R samo u sludaju kad Je z poli-
nom $to ima za posljedicu integrabilnost funkcije ¥? na R.

S obzirom da se iz (9) vidi da ée z biti polinom samo ako je A neparan broj, tj.

A, = 2n+1, (n € N), jednadina (6) ée se, u tom slu€aju, svesti na Hermiteovu
diferencijalnu jednaéinu
2" =287 +2nz =0, n=012 ... &)

Jedno njeno partikularno rjeSenje jé Hermiteov polinom
H,@) = (e 2o (),
d&”

tako da e i funkcija z,, definisana sa

z, = AH, (&), _ (10

L

zadovoljavati jedna&inu (9). Konstante A, odredi¢emo iz uslova (5'), uzimajuéi pri
tome, u obzirdaje ¥, = z exp(-£’ /2) tj.

o - oot 2y & - B

Odavde dobijamo
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A = 1 .ﬁ%
n 2"[2‘\/’5_\/7_‘ h

Znadi, rjesenje jednadine (9) ée, prema (10), biti

e D e
n h 2”/2\/_!‘\/1; dgﬂ

Povratkom na promjenljivu x , koristeéi (%), dobidemo svojstvene funkcije.
problema 4 — (5

_ /P-(Da wo, /e (1) ' (- fns
¥ (x)=,—e¢ (e ),
[ 2M Jnlm dx”
f PO, f2m)’ 1 I-Lﬂ)o
¥i{x)y=,—2¢e r_ b

gdje je H, Hermiteov polinom, a odgovarajuce svojstvene vrijednosti

ti.

A, = 2n+l, (n e N)

S obzirom na vezu energue E i A, koja je data sa (**), mogu se izratunati i
svojstvene vrjednosti energije
E, = ho,(n+1/2).

n

Prirodan broj » koji se ovdje pojavljuje naziva se kvantni broj.
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Zadatak 1. Nekajesa

(x ~acosat)? +(y —asina)® +z° =21tq? €))
gdje je A (1) unaprijed zadana konstanta, dat potpuni integral neke parcijalne
diferencijalne jednacine.
a) Nadi tu parcijalnu diferencijalnu jednadinu.
b) Naéinjen singularni integral.

RjesSenje: a) Da bismo odredili parcijalnu diferencijalnu jednaginu &iji je
potpuni integral dat sa (1), potrebno je eliminisati promjenljive parametre a i o.
Da bismo to postigli, diferencirajmo jednakost (1} po x, odnosno po y, To ée nas
dovesti do sistema jednakosti: .

X ~dC =
' y»—asizso?:zzj :g, } )
iz kojeg se, nakon kvadriranja i sabiranja, dobija jednéu":ina
22 (p? +¢*) = (x —acosa)? + (y~asina )?, 4)
koja Ce se, kad se uzme u obzir (1), svesti na jednadinu
22 (pt +q* +1) =21a’. . (5)
Kako je, osim toga, iz (3), ofigledno
(x+2p) + (y+29)* =a’, - (6
to ¢e traZena parcijalﬁa diferencijalna jednacina, na osnovu (5) i (6), biti
2ep’ +a) =W [arml v0+’ ] @

b) S obzirom da je singularni integral obvojnica familije potpunih integrala, on se
moZe odrediti eliminacijom parametara ¢ i o iz jednacine (1) i jednaina koje se iz
(1) dobijaju diferenciranjem po @, odnosne po «, tj. iz sistema jednagina:

(x —acosa)® +(y—asina)® +z2 -Aa® =0

xcoso +ysina = (1-A%)a (8)

xsing —ycosa =0
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Odavde, mnoZenjem druge jednatine sa cosc (odnosno sina.), a trece jednaline sa
sino. (odnosno cosa), nakon sabiranja (odnosno oduzimanja) dobijamo

x = (1=A%)acoso
y={1-X")asina,
odakle je ofigledno
..}_’ = ga
* (10)
JC +y — 2
(1-2%)

Uvrstimo li sada ovako dobiveno @ i & u prvu od jednadina sistema (8), nakon
_jednostavnog rafuna, dobiemo singulami integral jednaine (7):

7\.2(.)62 +y2 +zz)=z2 (11)

Primjedba: Singularni integral se moZe odrediti i direktno iz parcijaine diferenci-
jalne jednacine i jednadina koje se iz nije dobijaju diferenciranjem po p, ¢, x 1y,
redom, tj. eliminacijom p i q iz sistema:

(1+p* +g%)z* =a? [(x + pz)* +(y+qz)2] =0,

2pz* =2 z(x +pz) =

2gz° -2WPz(y+qz) =0,

2(1+p* +q*)p =N (x+p2)(1+pq+p )i

z(l+p* +q7)q =N (y+q)(L+pq+47).
Odavde se dobija |

pé—hz(x+pz)=0

qz -\’ (y+q2) =

Ehmmacgom p i q. iz polazne jednaCine, koristeci posljednje dvije Jednakosu
dobi¢emo traZeni singulamni integral

A (x? wy? +z%) =z.:f.
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Zadatak 2.  Rjesiti parcijalnu diferencijalnu jednatinu drugog reda:

ox’ oxdy oy’

b} z 2
62+26z 36z: 0

Rjesenje: N apﬁimo jednaéiﬁu (1) u obliku

08 02),,0102 0z} "
x| Ox 6y oyléx oy

Ako uvedemo novu funkciju u sa
— T =u, (*)

jednadina (1) ée se svesti na jednaCinu
ou 3% _g. @)
ox oy ' '

Ona je ekvivalentna sistemu obi¢nih diferencijalnih jednagina u simetrignom
obliku !

RPNl 3
koji, ofigledno, imé dva nezavisna integrala:

y=3x=a i u=b _ @
Opéte rjeSenje sistema (3), pa prema tome i jednacine (2), bice:

u=0'(y-3x). &)
S obzirom na (*), odavde dobijamo parcijalnu diferencijalnu jednaginu

0z 0Oz
- =¢'(y=-3x),
ox Ox LA )

koja se svodi na sistem obiénih diferencijalnih jednacina u simetri¢nom obliku
e ©)

Odavde, koriste(i pravila koja vaZe za raCunanje s produZenim proporcijama, dobijamo

dy~3dx _ dz
-1-3 (pi(y—3x)

i de+dy=0,
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DIFERENCIJALNE JEDNACINE

tako da ée, dva nezavisna prva integrala sistemna (6), biti:
—4z=¢@(y-3x)+a i x+y=§. (7

Oni nas dovode do opSteg rjefenja sistema (6), pa prema tome i jedna¥ine (1), koje
glasi

4z =@ (y-3x)+¥(x+y), ft
z=®3x—y)+¥(x+y),

gdiesu ® i ¥ proizvoljne funkcije od .3x -y, odnosno x + .
Zadatak 3. Neka je M tatka povi¥i S, P njena ortogonalna projekcija na xOy

ravan, N prodor normale, povulene u tacki M, na povr§ §, sa xOy ravni i O
koordinatni podetak.

a) Nadi opéti oblik povrii za koje je « NOP = 45°, u Descartesovim i
polarnc—cilindri¢nim koordinatama.
b) Odrediti onu povr¥ koja ima navedenu osobinu i prolazi Ox-osom.

c) Koje povrsi drugog reda imaju gornju osobinu?

Rjefenje: a)

Az
] .
|
_ I
1
f
7] — L,
S B D
o . J i
B \45° S )
SP(x,.0)
X .
N{x+pz,y+qz,0)
5128
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Ako je M(x, v, z), tada ¢e njena ortogonalna projekcija na xOy ravan bm P(x,y,0). 1z
jednadine normale povucene na povis § u tacki M:

X-x Y-y Z-
P q -l
se, za £ = {0, dobijaju koordinate. tatke
N X=x+pz, Y =y+qz Z=0.
Uz oznake za uglove
o =+«x0P, P=«£xON,
dobiéemo

“+ gz
tga =29 pep=2, ()
X +pz x

tako da, prema uslovu zadatka i (*), imamo

1=1g45° =tg(o~P) = — 2 P
X" +y +pzx +qzy

Odavde, na osnovu jednostavnog racuna, dobijamo traZenu parcijalnu diferencijalnu
jedna&inu:

pz(x+y)+qz(y—x) =—(x* +y*). (L

Ova linearna parcijalna diferencijalna jedna€ina ekvivalentna je sistemu diferen-
cijalnih jednadina karakteristika:

dx dy dz
= =—— (2)

z{x+y) z(y-x)  x*+y
Odavde je

d —-x

g _Y=x 3)

dx  y+x .
Posto je (3) homogena diferencijalna jednacina, rjefavacemo je smjenom

¥ [x=t ) (*%)

koja je svodi na jednainu
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=& | )
i~ +1 X

u kojoj su promjenljive razdvojene. Iz njenog rjefenja
Invt® +1 +arctgt =C, / x,

nakon povratka na "stare” promjenljive dobi¢emo rjeSenje jednacine (3);

\}xz +y? exp arctg('y/x)) =, 4

koje istovremeno predstavlja jedan prvi integral sistema (2), pa prema tome i
parcijalne diferencijalne jednadine (1).
S druge strane, iz (2), koriste¢i osobine produZene proporcije, dobi¢emo

dz _ xdx +ydy
xt+y? ozt +zy?

~2zdz =d(x* +y*),

N

odakle dobijamo jo§ jedan prvi integral
xt+yt+2t =C,. 4"

Prema tome, opiti oblik traZene povrSine, koja ispunjava uslov zadatka, u
Descartesovim koordinatama bice:

F(\fxz +y° exp(arcrg(y/x))] =x* +y* +7%, (5)
dok, u polarno—cilindriénim koordinatama, prima oblik:
' F (pexp8) =p? +z?, 6
gdje je F proizvoljna funkcija.
b) Da bismo dobili povrs koja prolazi Ox-osom, uvrstiCemou (3):y=0, z=0, i
tako odrediti funkciju F:
F(x)=x".

Prema tome, jednalina povr§i koja prolazi Ox-osom bi¢e, u Descartesovim
koordinatama oblika: :
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x2 4yt 42t =(x? 4y? )exp(Zarctg(y/x)), :
a u polarno-cilindri¢nim koordinatama:

p’ +z* =plexp(28), 4.

z* =p? (exp(28)-1).

¢) Ocigledno ée traZeni, opdti oblik jednacine povrsi drugog reda, s navedenom
osobinom, biti sfere: )

x4yt 42t =ad’.
Zadatak 4. Za Mongeovu jednaCinu

dz® =dx? +dy* ‘ (L
odrediti jednainu odgovarajuéeg konusa T i odgovarajucu parcijalnu diferen-

cijalnu jedanéinu prvog reda. Zatim, odrediti jedan potpuni integral parcijalne
diferencijalne jedna&ine pa, pomodéu njega, odrediti Mongeove krive linije.

RjeSenje: Jednaginu (1) moZemo napisati u obliku

2 2 .
E =] + dy . _ {1
Jednadina konusa T

(Z-2) =(X~x)> +(¥ —y)* @

se moZe napisati u obliku

Z—z=(X-x)* +(¥ —y)*. @

Qdavde, diferenciranjem po x, odnosno y, dobijamo '

X -x
= , odnosno
-z .
_ Y-y
1 Z-z -

219



DIFERENCITALNE JEDNACINE

tako da ée odgovarajuéa parcijalna diferencijalna jednadina prvog reda biti
p*+q’ =1 ©
Uzmemeo H, sada '
p =cosa, g =sina, (4)
dobic¢emo
' dz =cosadx +sinady,
tako da Ce jedan potpuni integral jednaine (3) biti:

&)

z = Xxcosq + ysina + b
b = w(a).

Mongeove krive su odredene sistemom jednaina

Z = Xxcosa + ysina + o{a)
0 = ~xsina + ycosa + &'(a) : (6)
0 = —xcosa - ysina + o"(a)

u kojem je prva od jednakosti potpuni integral (5), a preostale dvije dobijene iz nje,
uzastopnim diferenciranjem 2 puta po a. Sabiranjem prve i posljedn_]c jednakostiu
(6) dobi¢emo

z =wla) + w'la).

Ako sada pomnoZimo drugu od jednakosti (6) sa sina, a trecu sa cosa (odnosno
drugu sa cosa, a treéu sa —sina), dobidemo, nakon sabiranja

x = w'(a)sina +w"(a)cosa
y = &'(a)sing — w'(a)cosa.
Prema tome, Mongeove krive u parametarskom obliku bi¢e odredene sa:

x ='(a)sinag +o"(a)cosa.
y = o"(a)sina - w{a)cosa.
z =w'(a)+o(a)
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Zadatak 5. Metodom sukcesivnih aproksimacija odrediti ono rjeenje
jednadine ‘

s—xp-yg—-z=0 : ()

koje se svodi za:
=0 na z=x
7 } )
x=0 na z=wy

Riesenje: Po metodi sukcesivnih aproksimacija, se za jednadinu

S+ap+bg+cz=nh 1"

rjesenje, koje zadovoljava uslove:

z=f{(x), za y=y, } @)
z=g(y), za x=x,

traZi u obliku:
0, (xy) = f)+80) - f(x,), (3)

8 )
¢, (6y)=¢ (xy)- f] [ (m"+b 2§1-+C¢m1—thxdy- 4)
Xo¥o

S obzirom da je u konkretnom sluéaju, prema (1):
a=-x, b=-y, ¢=-1, h=0,
iprema (2)
f(x)=x gy)y=y, x,=y,=0,
jasno je da ce biti
P (ny)=x+y.
Lako se dokazuje da je:
91 (ny) = (X +))A+2) =0, (1)) +x9(x +3),

P2(x3) =, (53)+2(0) (=)
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DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Prema tome, za oCekivati je da e biti

¢,y =0¢,,(xy)+a,(x) (x+y),

gdje su koeficijenti a,, » ﬂ, 2, 3 ... zasadaneodredeni. Uz uvedene oznake, ée
biti

0,(%y) =(x+)D a, (),
v=0
tako da bi, ako pustimo da n— oo, rjeéehje bilo dato sa

z=0(xy)=(x +y)ian(xy)" = .
n=0 (5)

zao(x+y)+zan(xn+lyn +xnyu+1)
n=1

Pod pretpostavkom da je ovaj red uniformno konvergcntan, dobija se:

p=a, +ian[(n +Dx"y" +nx" 1y"”‘] ©)
n=1
q=a, +ian[nx"“y” SRYCES I 6"

i [n(n +D)x"y" " +a(n+Dx™ "y "]—

1l
Ms X

(n+1)an(xnyn—l +xn] ri) (6")

3
1N

Pretpostavka da je z =@ (x,y), dato sa (5), rjefenje problema (1) - (2),ida su, u

tom sluéaju, p =%, q _& i s= odredeni sa (6), (6”1 (6") nas, nakon
ox ay dyox '

jednostavnog racuna, dovodi do jednakosti

(x+y)2(n+1)[(n+2)an“ ~2a,](xy)" =

Da bi ova jednakost bila identicki zadovoljena, potrebno i dovoljno je da bude

n+2)a,,, —2a, =0 (n=0,12,...} .
7
a,, =——a, #r=01L172...)
n+2 .
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odakle dobijamo

2:2:2 2"
an: aa= aa.
2-3-4--(n+h) ° (ntD)!

Prema tome

o (2 )n
z=(x +y); n(.;‘l_%iaa =

(x+y)
="z lexp(2xy)—1l|a,.
2xy [exp(22y) -1]a,
Iz poZetnih uslova (2) slijedi da je ¢, =1, dakle traZeno rjeSenje je
X+y
z="2 {exp(2xy) -1},
2xy (exp(2xy) -1)
s tim da je
2(0,0) =0.
Napomena: Do rje¥enja se moglo doci koristeci "do kraja" metod sukcesivnih
. aproksimacija. Naime, ako

@, (xy)=0¢,,0uy)+a, ()" (x+y)

uvrstimo u (5), dobié¢emo

xy
(prr+l(x9y) = x+y+-|-j [x a(P"—l +yaq) a-l +(pn—1J dxdy +
> 20 ox dy
xy
+2(n +1)a,,“'(x"“y" +x”y”“) dx dy,
00
odnosno
n+2yn+[ +xn+lyn+2
(Pn+1(x’y) =(‘Pn(x"y)+2(n +1)an (n+1)(n+2)
2 ne
=0, (xy) + a, ()" (x +y).
n+2
Znadéi
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n

a,. =——3—a n=0,12,..)
n+2
sa
2
a, =1, a, =1, a, =§,

§to se slaZe s dobivenim rezultatom.

Prema tome
2 2 2 2 2 2
a"=—~— an_1=-—-_- ..._.1= ,
n+l n+l n n-1 3 (n+1)!
takodaje
u(x - (x ) v'

¢, (xy) = (x+y Z(v it

Prema tome

: (X +)SCxy)"™ x4y, 2y
xy) = lime ,(x,y) = = e ¥ -1,
eLan) = e, == 2 e " T b

uz uslovo (0,0) =0

Dobiveni red je uniformno konvergentan u cjeloj ravni xQy. Lako se uvjeriti-da je
dobivena funkcija traZeno rjesenje.

Zadatak 6. Nadi funkciju harmonijsku unutar cilindra visine &, polupreénika
a, koja se anulira na obje njegove baze i prima unaprijed zadane vrjednosti na
njegovom omotadu, tj.

u] o= (2).

Specijalno rjesiti problem u slu¢aju kada je

a) f(z) =C
- i _Z
b) f(z) mAz(l h]
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Rjesenje: Da bi neka funkcija bila harmonijska mora zadovoljavati Lapla-
ceovu jednalinu. U cilindriénim koordinatama (r,8,z) Laplaceova jednadina ima

. oblik

+ +— =0. 1
ot ror rtoet &t M

Po3to se u nafem slu¢aju radi o radijalnim oscilacijama, funkcija z ne zavisi od 0,
takodaje u = u(r,z) 1jednalina (1) prima oblik

2 2 .
Qu 1o, o _y, 2)
or*  ror 8zt

z
A
/ .
h
e TAT T Tl
- ye Ay
________ S AN R I
,/77/ ¥
% )
x

(sl.29)

Prema tome, rje§avanje datog problema se svodi na rjefavanje jednadine (2), uz
pocetne uslove:

= f(2)

ul = 0 | 3)
wl = 0.

Rjesenje jednacine (2) traZi¢emo u obliku proizvoda

u=R(r)Z(2). 4
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Sada podetni uslovi (3) primaju oblik
Z(0)=0, Z(h)=0.

Uvrdtavanjem (4) u (2), dobivamo diferencijalnu jednacinu

2 2
S(dR 1dR) | _LdZ
dart  rar dz*

koja se moZe pisati u obliku jednakosti -
d*R 1dR d*z
S it

dr’  rdr . _dit _ 52
R z ’

i koja se raspada na dvije diferericijalne jednaCine:

d*R 1dR

-— AR =0 i
dr* rdr
2
d’z +A%Z =0.
‘dz2 )

Op#te rieSenje jednacine (7) je
Z(z) = AcosAz + BsinAz.

Uslov (5)
Z(0)=0, povladi A =0,
tako da je

Z(z) = Bsinkz.

Opétost se nece umanjiti ako uzmemo B = 1. Osim toga iz Z(h) = 0, sljedi

sinAh =0, znadi

Dakle,
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Ranije smo vidjeli da je opite rjeSenje jedna&ine (6) oblika
RN =CJI,(0r)+DK,(Ar) 9)

ida, posto K, (Ar}y— o, kad r— 0, atraZeno rjedenje treba da bude ograni¢eno,
mora da bude D = 0. Ako uzmemo C =1, dobifemo

R(r)y=7,0r)=J,(kmr/h).
Prema tome, na osnovu (4), (8) 1 (9), imamo
u (r,z) = J, (knr/h) sin{knz/h),
pa ée i svaka funkcija, dobivena linearnom superpozicijom rjeSenja u, (7, z)

urz) = 30,0, (marfh) sin(mnz/h), D)

" biti rjeSenje posmatranog problema.
Ostalo je jo¥ samo da se iskoristi i prvi od uslova (3}, prema kojem je

f(z) = iCmJo (mna/h ) sin(mﬂz/h ) (1)

Podto je ovo razvitak funkcije f(z) u Fourierov red, koeficijente C, moZemo
odrediti pomoéu formule

(O (mﬁa/h = i—;{ (2) Sin(mnz/h)dz, tj.

w =

W j f(2) sm(m'rcz/h)dz (12)

Prema tome, rjefenje problema (2) + (2), dato sa (10}, ¢e primiti oblik:

J (mrcr/h) i .
u(r,z) = Z] (mna/h)sm(mfcz/h)J}.f‘(z)sm(mnz/h)dz. (13)

Specijalno, imacemo, za:

a) _ flz)=C, C =const,
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C.J, (mna/h) = %TC sin(mﬁz/h)dz =
.

h

2C 2C
= ——= cos 1-(-p" | —.

- i Sl =

S obzirom da je
2C 0 za m=2n
1-(-)" | — =
[ ( )]mﬂ; ﬂj— za m=2n+l,
mn

bice
' 4C 1
Cront = ' .
(2n+Dm Jo((Zn +1)Tca/h)

Dakle, u ovom sluéaju, rjeienje posmatrariog problema je

is) = ac % Jﬂ((2n+1)1cr/h) sin((Zn-l—l)n:z/h) |
M e Jo((2n+1)7ca/h) M +1

b) f(z) = Az[l—%} A = const .

C,J, (mn a/hj - %EA:[I - %]sin(mn fh)dz =

0

Zh—A Uzsin(mn z/h)dz - hsz:zl sin(mn z/h)dz} =

_24, 24,
h ht

Da bismo izratunali integrale I, i/, koristi¢emo parcijalnu mtegracgu uzimajudi,
pri tome, U prvom integralu # = z, odnosno, drugom % = z*, auoba

dv =sin(mn z/h)dz .

Nakon jednostavnog ratuna, dobi¢emo
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’ 2
Il :(_1)m+1 _{1“___
mi

3

I, =(-1)™ 2_1 + 2[(—1)’" —1][;’% ,

Prema tome
ZA 2A
c.J, (m'n: a/h) = 7]r _;1"5”12 =

2 3
2 _h_ +_2J;1_h_ = Q, za m= 2n
h mit h™ mn
28 B 24| R 4R 8Ah
s oLe2a2r L = , zaom=2n+1
homn k' |mr (mm)’ | (mn)’

tako da je rjeSenje problema (2) + (3), u sluéaju b), dato sa:

84k ¥, ((2n+Dmz/h) sin((2n+Dmz/h)
n’ &g (2n+Dmafh)  (@2n+1)°

u(r,z) =

Zadatak 7.  Rjesiti rubni problem

2 2 ' '
au=a2[6u+la—u]—2aza—u, 0<r<l, O<t<coe (1)

ot ort  ror ot

!u(O,t)|< +o0; u(le) =0, 0<t<ow; )

u(r0y=1-r%, a”éno) =2r", O<r<l. 3)
y

Rjesenje: Dakle, treba rjesiti jednadinu (1} sa zadanim rubnim uslovom (2) i
pocetnim uslovima (3). '

Jednacinu (1) rjeSavatemo metodom razdvajanja promjenljivih, traZeéi rjefenje u
obliku:

w(n0) = R(IT@). | )
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Uvrstimo li {4) v (1), dobi¢emo

s 1 t
1 orre2etr R R N
a’ T R ’

tj. polazna parcijalna diferencijalna jednatina ée se svesti na dvije obi¢ne diferen-
cijalne jednacine:

T'"+20°T +a’2T =0 i 5)

R'+r'R"+AR = 0. (6)
Jednatina (6) je Besselova jednatina, tako da je njeno opste rjeSenje
R(r) =CJ,(r0) + DK, (r%).

Kako K D(r-\/x } = o0, kada r—> 0, to, s obzirom na prvi uslov iz (2), mora da
bude D = 0, tako da je :

R(r) =T,(rV). | 7

A moZe uzimati samo one vrjednosti za koje je zadovoljen rubni uslov u(l, ) = 0,
~zasve 0<t< 0, ato, s obzirom na (4) i (7), zna¢i da mora biti

7,60y = 0. | | (8)

Kao §to je poznato, ova jednatina ima beskonatno mnogo pozitivnih korijena.
Oznatimolisa &, (m=1, 2, 3, ...)kvadrate tih pozitivnih korijena, tada ée brojevi
Aors Mozs Aggs - DIti sopstvene vrijednosti naSeg problema. Uzmimo da su one
poredane po veli&ini, tj. da je

Mg < hgy <Aggsees
Karakteristiéna jednaina homogene diferencijalne jednacine (5) ima oblik

£ +2a% +a’r, =0,

E=—a’xija'h,, —a.

Pretpostavimo najprije da je za m=1, 2, 3 ... dzham —a' >0. Tadaje

_ T,
g, ==a” +iw,, }
1]

£, =-a’ ~io

t.

om
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gdieje - w,, =Aa’h,, =o',

Dakle, opite rjeSenje jednacine (3) glasi:
T() = e M (A, coso, t+B_sinwe 1),
pa, na osnovu (4), izlazi

2 ) .
u, (rt)y=e *"{A, cosw,t+B, sinm, t)J (rdr, ) i

u(rty =e > (4, cosw,t + B, sinw, ) J, (k). ©)

" m=1

QOdavde formalnim diferenciranjem dobijamo

% =g te 0" Z (A cosw, t+B, sinw, ) J (rfh,, )+
r m=1 '

ke .
oo Z (-A,0,, sinw,,t + B,0,, cos®,.1) Ja(n/?uam ).
nt=1

Na osnovu poetnih uslova (3) dobivamo

1-r =3 4,7 (rﬁ)l | | (10)

m=1

= Z(—azAm +momBm) J (r\.‘ om)' (11)

Red u (10) predstavlja razvitak funkcije @ (r)=1- Pt po Besselovim
funkcijama, pa se koeficijenti A, tog razvitka izralunavaju po obrascu

_ }7?5{_:) jr(l—rz VT, (o, . (12)
1 om /0

Isto tako se koeficijenti -a’*A, +®,,B,,, razvitka funkcije ®(r) = 2r* po

omm?

Besselovim funkcijama, izratunavaju po obrascu

~o’A +wo, B = 2r I (rf2,, ydr,

J(\/:)0

‘a odavde izlazi

m

2
B -—'-—O—L—Am
@

J,(ryA,, ddr. (13)
0, (J‘J)! Vo
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Integrale (12) i (13) ¢emo izradunati koristeci poznate obrasce za integrale Bes-
selovih funkcija

j'zjo(z)d: =xJ (x) - (145
jtsjﬂ(t)dt = 2x* T, (x) +(x* —4x)J,(x). (15)
]

Kad te integrale izratunamo, dobi¢emo

A
" ks:zf(\/':)

4(2(1 +A,, —4)
anz?\‘aa': Jl(‘\/)“ arr: )

(16)

B

Uvritavanjem (16) u (9) na$ problem bice potpuno rjesen.

Ako sada pretpostavimo da je a*A,, ~ a® < 0, t. dasu a,, imaginami, rjeSenje
problema bj se promijenilo utoliko $to bi se, umjesto trigonometrijskih funkcija cos i
sin pojavile hiperbolne funkcije ch i sh.
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f///ﬁw C %/{i y ) /

t+xggd ¥ (xF—1) (% 1) .
i g+ X !

(31-6) wﬂm; a=

qxva— 1 =Y {a2—1 -1 : .
Ry = 2 ‘:Cx(i!\. 3 (xrea<x; | O<Re=i, akoje 1 <z=<x)
e
Vi 8
&
£ 7

f
(S‘. 7) W = z+~£— -
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¥
{sl. 8

U peey LT T
LY we=zi—; B¢’ je poluelipsa (HH} +(k‘—i) L.

4 u
g B L A
¢ ‘., .,

‘\ﬂ 3 f;lf AT BNk of
S .,/ /4
L11) wwn %;—-: . ABC je luk KruZnice **+u*—2y otg k= 1.

. 241 o = . ) s i
(sl 12) we= In -y centrl kruZnica 2 = ¢t ¢a, | radijusl 5o (0= 1,2
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¢

1
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(sl.13) w=kin -k fk+1n UL—k)+mi—kln {2+ 1) —(1— &) In {g~1); 2 = Th—1.

&
4 £ v
¥ r
I o , .
I E 0
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PREFACE

SUMMARY (from Preface)

Differential equations are one of the most important areas of both classical and moderm
mathematics, with applications not only in a great number of mathematical disciplines, in-
cluding numerical and applied mathematics and physics, but also in the natural sciences and
engineering. Alot of problems in physics, chemistry, biology, and all technical areas, can be
reduced to the problem of solving some concrete differential equations. It is often impossi-
ble to say where some of these subjects end and mathematics begins, and vice versa.

The book "Differential Equations ~ Theory and Problems™), published within "Univer-
zitetska knjiga"” editions, University of Sarajevo, grew out on the basis of many years’ expe-
rience of teaching the subjects Differential Equations and Analysis 3, to third-year Mathe-
matics students at the Department of Mathematics, University of Sarajevo.

The problems included in this book are problems which I have solved in tutorials. Most of
them I set in written examinations in the subject Differential Equations and Analysis 3, dur-
ing the period 1972 — 79 when I was assistant to Academician Fikret Vajzovié. Apart from
these I have included a certain number of special challenging problems earlier set by my
professors, both academicians: Mahmut Bajraktarevi¢ in examinations in the subject Dif-
ferential Equations for undergraduate students of Mathematics, and Manojlo Maravié in the
subject Equations of Mathematical Physics for postgraduate students of different tehnical
facuities (Civil, Mechanical and Electrical Engineering) in universities throughout entire
Bosnia and Herzegovina,

In the beginning I planed to include the entire contents in a single book which would cover
both ordinary differential equations and the first and second order partial differential equa-
tions. However, when the book was complete, I decided to divide the contents into two parts
because of the scope size. The first volume is already published as Differential Equations ]
{Qrdinary Differential Equations and Systems of Differential Equations)® and the second,
Differential Equations 2 (Partial Differential Equations and Equations in Mathematical
Physics)®, has just gone to press.

The originall aim of this book was to prepare a coliection of problems to accompany an ap-
propriate theoretical book. However, the short, but clear theoretical expositions related to
each group of problems make this book, quite adequate for the intended purpose is in great
measure self-contained, independent of the theoretical books usually followed by collec-
tions of problems. '

The book Differential Equations 2 covers elements of theory and problems in the basic area of
the first and second order partial differential equations inclizding equations of mathematical

(1) Diferencijalne jednacdine — Teorija i zadaci
(2) Diferencijalne jednadine 1 (Obicne diferencijalne jednadine i Sistemi diferencijalnih jednacina)

(3} Diferencijalne jednadine 2 ( Parcijalne diferencijalne jednacine i Jednadine matematicke fizike)
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physics, It contains 250 pages of text with a very extensive and carefully selected set of
about 100 solved problems. They range from routine problems designed to build basic skills
to more challenging problems that produce understanding and build techiques of solving of
these problems. This book is divided into two major and one minor chapters:

1 First order partial differential equations (pp 9 - 110),
II  Equations of mathematical physics (pp.111 -210), and
I Miscellaneous problems (pp 211 -232).

“Ag a rule, the material in each chapter is divided into several sections and subsections.
Each section begins with a brief but clearly expounded overview of the theory (statement of
definitions, principiles and theorems—without proofs) necessary to solve the problems in
that section. As well as helping to solve the 'given problems, this concise theoretical
introduction, is also necessary for a complete understanding of the theory of partial differen-
tial equations but it is a good theoretical supplement to a course of partial differential equa-
tions since it also contains material ot taught in the courses mentioned above."

“As a well educated mathematician, with considerable knowledge also in the field of phys-
ics, the author has expertly selected a number of problems from applications in psysics and
engineering. The precise formulation of the problems, some of which have a general theo-
retical character, and the clear, lucid and complete solutions given in this book will ade-
quately fulfil the needs of a wide range of students of mathematics, physics and all technical
sciences, at both undergraduate and postgraduate level. It can also be warmly recommended
to teachers of this subject, and to all who use partial differential. equations in the course of
their professional practice.” (from a review) - :

The first chapter, deals with the first and second order partial differential equations and the
method of characteristics for quasi-linear first order partial differential equations. Firstly,
the concept of a partial differential equation is introduced, then its ordef, and its general and
complete integral. The first order partial differential equation (homogenous and non-ho-
mogenous) is especially considered, and Caichey’s problem is formulated for it. For the ho-
mogenous linear differential equation the procedure for determining the general solution is
described, and homogenous linear differential equation is connected with a system of ordi-
nary differéntial equations in symmetrical form. Each of the (n — 1) independent integrals of
the n-th order system represents some solution of respective partial differential equation,
and each continuously differentiable function of those integrals represents a general solu-
tion of respective partial differential equation. : : N

Then, the solution to Cauchy’s problem for given homogenous partial differential equation
is described starting the mentioned first integrals of respective system of ordinary differen-
tial equations. Also, non-homogenous first order linear partial differential equation is re-
duced to homogenous by finding its solution in implicit form.

Non-linear systems of first order partial differential equations are considered in the case of
functions of two variables, and fot this systern we determine necessary and sufficient condi-
tion known as the complete integrability conditien, under which this system has-one param-
eter family of solutions. With this condition, one parameter, family of solutions is found
casily. Finding one parameter family of surfaces which are orthogonal to the véctor lines of
some given vector field in space leads to Pfaff’s differential equation.

The problem which brought to this equation, is reduced to finding out the function z=z(x,y) which
satisfies Pfaff’s differential equation. This equation with condition R(x, y,z) # 0 is reduced on
form dz = —PIR dx— Q/R dy, so for each integral surface z = z{x,y) we have the formula

) Bz/Ox dx + 82/dydy = —FP/Rdx — Q/Rdy,

which leads to the system
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dz/dx = — PR, azfﬁy ~Q/R.

Thus, Pfaff’s equation is equivalent to the last system of equations, so the problem of its
complete mtegrablhty is reduced to the condition F - rot F = 0, which will surely be ful-

filled if the field F is potential, that is if rot F = 0. In this case the mtegratmn of Pfaff’s

equation is reduced to finding out the potential u(x,yz} of the field F for which is
Pdx + Qdy + Rdz = du. If the field is not potential, then there exists an integration factor
p{x, y,z) which satisfies this equation

Pdx + Qdy + Rdz = udv (u=l/p(x y,z))

and so on. Generally, it js shown that, the above equation can be reduced 1o one of the next three
canonical forms: du, # dv, du+v dw on which depends the integration of Pfaff’s equation.
Non-linear first order partial differential equations, for functions of two variables are con-
sidered in the special section of this chapter. We get given differential equation from the
complete integral of this equation and from the equalities obtained by partial differentiation
in x andin y, and after elimination of parameters a and b. As Lagrange has shown, all so-
lutions of this partial differential equation can be found from its complete integral by
method of variation of constants. If

Jafdx = 0b/8y = Ob/0x = Bafdy = 0, then a = const, b = const,

soitis V (x,y.z,a,b) = O reduced to the complete integral. If 8V/8a = 0 and 8V/db = 0 and
if we can eliminate parameters a and b from these two equalities and V(x, y,z,a,b) = 0
then that is how we get singular integralz = z(x, y). If D(a,b)/ D{x,y) = 0,butatleast one

element of this determinant is not zero, then between « and b exists connection. In that
case, a solution will be given with the system

Vix,yzab)=0, 8V/da + dV/obw'(a) =

It contains an arbitrary function and represents a general solution. If for w(a) is chosen

some concrete function, then we get a particular solution. The system of two non-linear
partial differential equations with the function of two variables can also be solved by
Lagrange-Charpit method. For some special types of equations, a table of its complete
integrals is given. For the first order partial differential equations, we aiso give geometrical
interpretation using Monge cone and characteristics. In this interpretation Cauchy’s prob-
lem will be solved by finding out the solution

x=x(t,1), y=yt,1), 2 =2z(,7), p = p{t,1), ¢ = ¢ (1,7)
for the system of characteristics which satisfy the following initial conditions,
x=x (D, y=y,(,z=z,()p=p1),qg =g, 1) for t=0

About thirty different problems related to the first order non-linear partiat differential equa-
tions and about ten problems from the area of second order partial differential equations are
solved here. These problems are related to classification of these equations, that is to deter-
mining the type (elliptic, parabolic and hyperbolic) of equation. With a few exceptions, each
of these ten problems of this section can be reduced to that.

Chapter 2 contains about thirty important examples of second order partial differential
equations which belong to Mathematical Physics.
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The treatment of this equations focuses on well-posed problems, properties, and behaviour

of solutions as well as techniques for writing a representations of solutions. Techiques in-

clude the use of characteristics, Fourier methods, and both Dirichlet problems, Green's

function, and conformal mappings. In most cases it is not easy to find a general solution, so

the solution that satisfies an initial conditions and/or boundary conditions is found directly

without knowing the general solution. Such problems can have unique solution, or more

solutions, and it can happen that some of them do not have solution at all.

Special attention is given to well-posed problems. The problem is well-posed if for each -
set of data there exists exactly one solution. Apart from that, it is necessary for this solution

to be continuous in regard to some additional conditions.

We shall next consider a number of physical problems to illustrate a very useful method of
solving quations of mathematical physics. For the circular membrane solution, theoretical
preparation is given concemning expansion of function f{x) by Bessel’s first order functions
in case of membrane radius R = I:

£ =3 a, 7, efR ),

where n > -/ is given, and /A, , ... are positive roots of the equation J . (JX) = (, while
coefficients a,, are determined by formula
2

a, = ch(.x)J',1 (xaf N, Vel
J.'?H(H'Z‘nm ).‘[

Similarly, in case of radjus R #1, function f(x)can be expanded in the series

f&xy=Y a, J, (u,x/R), v>-1,

, m=l
where p, ..., the positive roots of the equation J (1) = 0 are ordered by size and coeffi-
cients g, are determined by:

2 & o
a, =———— ) x f(x)J, (1, x/Rydx .
R J\?+l(p’m)J; f '

This expansion of the funétion fix) is called expansion of the function f{x) into Fourier—
Bessel’s series. In various problems of Mathematical Physics there exists expansion of the
form

fx) =2 0,7, (u,x/R),
m=]
whete U1,, ... positive roots of equation

o, (u) + Bt (u) =0,

are written in increasing order upon the condition o/ + v > 0.
Concerning the fact that Bessel’s functions are orthogonal and using the formula
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0, m#n

. .
J R)J R)dx =1 z? : |
.(!;x v(xl“’"/ ) "(xun/ ) RTJ'Z(“,“):RTJZ (um)’ m=n

v w4l

we obtain coefficients &, of the above mentioned series, which are called Dini-Bessel’s se-
ries. .

In section 2 of this chapter the vibrations of string are studied. In the first example, the equa-
tion of free vibrations of string is treated (subsection 2.1.) and in the second example, equa-
tion of forced vibrations of string (subsection 2.2.).

Section 3 is dedicated to vibrations of the membrane. The first example is about free vibra-
tions of rectangular membrane and the second example is about free vibrations of square
membrane (subsection 3.1. and 3.2.). The third example is about free vibrations of circular
membrane and the fourth, the special case, is concemed with radial vibrations of membrane
at which displacement is the same for all points of the circumference, that is the movement
of points does not depend on the angle (subsection 3.3. and 3.4). As the part of this section
we solve the problem of finding out self vibrations of homogenous circular mermbrane of ra-
dius R=1, attached to the boundary if in the initial moment it represents surface of the rota-
tion paraboloid with zero injtial velocity.

In the section 4, various problems of the heat conduction are discussed. In the subsection
4.1. the problem of heat conduction in the limited bar is solved. The problems of the heat
conduction in unlimited bar and in semi-limited bar are discussed in subsections 4.2. and
4.3., while the heat conduction problem in two-dimensional space including the special ex-
ample of the heat conduction through homogenous plate with respective initial-boundary
conditions is solved in subsection 4.4.

The Laplace differential equation is given in section 5. First, Laplace’s differential equation
and Laplace’s differential operator are defined, and harmonic functions are introduced, fol-
lowed by introduction of inner and outer Dirichlet’ problem. In the section 5.1. boundary
problem for Laplace’s differential equation in two-dimensional subspace 0<x <a,
0 =<y <+ is solved while in subsection 5.2. similar problem is solved for parallelepiped.
In subsection 3.3. Laplace’s differential equation is given in cylindrical coordinates with
some specific boundary conditions and the condition of limitation of the unknown function
u on the axe of cylinder. The examples will also show how to solve Laplace’s equation
when we use various coordinate systems (rectangular, spherical, cylindrical, etc.).

In the frame of subsection 5.4. we discusse the problem of steady--state heat distribution in
the cylinder which lies on the isolated lower base, while its upper base is uniformly distrib-
uted source of the heat with the intensity ¢ and side area is cooled by air whose temperature
is zero. As the part of this section, Dirichlet’s problem for the circular is studied (subsection
5.5.) and Dirichlet’s problem for the circular annulus ring is studied (subsection 5.6.).

To solve Dirichlet’s problem for Laplace’s equation means to determine the function which
inside the circle satisfies the equation and at the circumference has in advance given value.
Furthermore, the obtained solution of Dirichlet’s problem in form of infinite series can be
written in form of definite integral known as Poisson’s integral. This is another form of the
solution of inner Dirichlet’s problem which is called Poisson’s integration formula.

The example given in the section 6 is concerned with one boundary problem for Poisson’s
differential equation on determined rectangle with the condition that the solution of this
problem vanishes on the edge of the rectangle.

Section 7 is concerned with solving Laplace’s differential equation applying conformal
mappings. First, invariancy of Laplace’s differential equation is proved in regard to
conformal mappings, and then in steady— state temperature T is studied and from the pro-
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cess of heat conduction we can conclude that it satisfies the Laplace’s differential equation
in all inner points of the observed body (subsection 7.1.). In subsection 7.2. Dirichlet’s
problem for upper semi-plane is solved, that is the formula for steady temperatures is deter-
mined, in thin semi-infinite plate y =0 whose faces are insulated and whose edge y = 0 is
kept at temperature zero except for the partion —1 <x <1, y =0, where it is kept at tem-
perature unity. In subsection 7.3. Dirichlet’s problem for two non-concentric circles is
solved, that is it is searched for potential inside the area between two non-concentric cir-
cumferences in case when the potential on the inner circumference of radius 1, equals 1 and
on outer circumference equals 2.

Finally, Section § is dealing with the Schrodinger’s equation connected to finding out the
energy level and wave functions of particles which move in some force field. Furthermore,
in subsection 8.1. we consider the special case of Schridinger’s equation, known as har-
monic oscillator, where a wave function y (x) depends on otily one variable. Searching for
those values of energy for whlch the solution y {x) will be a continuous function which sat-
isfies the condition ?\p (x)| dx =1 (obtained by physical reasoning), Schridinger's equa-

tion in the case of the harmonic oscilator is reduced to solvmg Herrmt s differential
equation.

The last example is concerned with a partial differential equation in which an unknown
function u# depends on a time ¢ and distance r from coordinate origin, and specific ini-
tial--boundary conditions for function (7, t) are set.

“All, problems treated in this chapter are characterized with significance and seriousness.
This book is seriously enriched by including of the of mathematical physics problems.
Through contents of this and previous chapters, frame of habitual book from the domain of
differential equations which usually include only first order ones (because of its tight rela-
tions with ordinary differential equations) is expanded in a very eligible way.” (from a re-
view}

Sarajevo, 2001. _ Author
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Nujefikasniji naéin da se oviada nekom granom matematike jeste rjc.ifmque‘ﬁ
zadataka iz te oblasti, Sto je i cilj ove knjige. L’rf?.’lmni"l diferencijalne

Jednacine 2 sadvii 250 stranica i oko 100 rjesenih zadataka, medu kojim J‘e-al :
izbalansiran broj enih koji sluZe za ilustraciju teorije i onih kojima se d
nadopunjuje teorija ili ukazuje na moguénosti njene primjene. Podjeljen je w ||

triglave: "ul
I Parcijalne diferencijalnejednaéine (9  110), H
I Jednacine matematicke fizike (111 210) i j“
HI Raznizadact (211 232). Ji‘

Medu zadacima se nalazi izvjestan broj lijepih primjera koje su i prije mene,
na ispitima iz Diferencijalnih jednacina, odnosno Jednacéina matematicke
fizike, davali i moji profesori, akademici Mahmut Bajraktarevié i Manojlo ’;j
Marovié, a medu njima je i poneki problem iz Matematicke fizike zajedno s
rjesenjem M. Marovica. i l

"Kracim, ali preglednim, i za postavljeni cilj sasvim dovoljnim. elementima !
teorije. uz svaku grupu zadataka, ova knjiga je u€injena nezavisnom od
teoretskoy udibenika koji obicno prati zbirkw zadataka, Brizljivo odabranii |
bruseni kroz visegodidnje vjeibe i ispite zadaci. u ovoj knjizi. odlikuju se
zavidnim nivoom i zanimljivoséuw. ”

t
P - . . .. - r
"Kao dobro obrazovan matematicar, sa zavidnim obrazovanjem i iz oblasti ‘
fizike, autor je u svakoj od oblasti znalacki odabrao znatan broj zadataka iz =
primjene, u preom redu u fizici i tehnickim naukama. " {

"Precizne formulacije zadatalka, leao i pregledna, jasna i potpuna rjesenja,
zadovoljice upot punosti potrebe Sirokog kruga studenata matematike, fizike
i svih tehnickih fakulteta. kako drugog. taka i tredey stepena studija. ali se
toplo moge preporuciti i nastavnicima Parcijalnih diferencijalnih jednacina i
Jednadina matematicke fizike, kao § svima kofi. u seojoj profesionalnoj
pralkesi, koriste diferencijalne jednaéine. ”

————

ar

"Udzbenik Diferencijalne jednacine je ukljuc¢ivanjem zadataka iz Ma-
tematicke fizike znacéajno u!’mqm.‘en. Sadriajem te glave, posebno. ali u veli-
koj mjeri i sadrZajem prethodne glave, je. na vrio poZeljan nacin, pro§iren
okvir koji imaju wobicajeni udzbenici iz podrudja diferencijalnih jednacina i
kaji obicno od parcijalnih diferencijalnih jednacina obuhvataju samo one
preog reda (zbog njihove tjesne veze s obiénim diﬁ'rmlcg‘fnﬂ’lim Jednaci-
nama)."”

"S obzirom da ovaj udzbenik, pored koncizno izloZene teorije sadrii i brojne
interesantne zadatke razne tezine. pocev od onih ¢ije rjeSavanje zahtjera
razumjevanje teorije i odredenu gjestinu. pa do onih. koji se. s obzirom da su
vezani za rjeSavanje konleretnih problema fizike i tehnike. rjefavaju poslije
duzeg razmisljanja i pretpostavljaju dublje poznavanje teorije. on moze hiti
koristan veoma sirokom kerugu citalaca.”

"Ouvako bogata, sadriajna i vjesto komponovana zbirka ne pojavljyje se
desto. Zadaci uw njoj su brojni, interesantni i odlikuku se znacajem i
ozbiljinoséu. Nema sumnje da ée ona dugo koristiti generacijama studenata
matematike, fizike, kao i postdiplomcima svih tehnickih fakulteta.”

(Izvodi iz recenzija akademika F. Vajzoviéa i akademika V. Perica)
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